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RESUMO

Nesta dissertação é proposto um novo método de síntese de controladores robustos,
baseado na minimização do Valor Singular Estruturado (µ). Esse método pertence a uma
categoria de síntese de controladores denominada síntese µ.

In these work, a new method of robust controler synthesis is proposed, based on the
minimization of the structured singular value (µ). These method belongs to a cathegory
of controler synthesis called µ synthesis.

Embora o método seja novo, já existem outros com a mesma finalidade, o que aumenta
o interesse neste assunto na medida em que se torna possível realizar comparações. Assim,
é possível verificar em que situações esse novo método traz vantagens.

Although the method is new, there are already others with the same finality, which
increases the interest about this subject because it becomes possible to make comparissons.
Thus, it is possible to verify when this method brings advantages.

Dentre esses vários métodos de síntese de controladores já existentes, três serão abor-
dados de maneira sucinta: síntese por iteração D − G − K (YOUNG,1996), síntese sob
restrição integrais quadráticas (APKARIAN, 2006a) e síntese não-diferenciável com mul-
tiplicadores dinâmicos (APKARIAN, 2011). Entretanto, somente o primeiro e o último
serão utilizados em problemas numéricos, para fins de comparação, uma vez que não
dispomos dos algoritmos computacionais necessários à aplicação numérica da técnica em
(APKARIAN, 2006a).

Among these several control synthesis methods, three will be covered succinctly: D−
G −K iteraction (YOUNG,1996), integral quadratic constraint synthesis (APKARIAN,
2006a) and nonsmooth synthesis with dinamic multipliers (APKARIAN, 2011). However,
only the first and the last methods will be used in numerical problems, for comparison,
since we do not have the computational algorithms required for numerical application of
technics in (APKARIAN, 2006a).

Por razões que estão descritas neste trabalho, todos esses métodos, inclusive o novo,
não minimizam µ de forma direta. Ao invés disso, eles minimizam um limite superior do
valor singular estruturado, o que causa uma minimização indireta no valor de µ.

For reasons that are described in this work, all these methods, include the new one,
do not minimize µ in a direct way. Rather, they minimize an upper limit of the structured
singular value, what causes an undirect minimization of µ’ value.
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1 INTRODUÇÃO

Este trabalho trata sobre sistemas de controle a tempo contínuo, sendo direcionado
para síntese de controladores robustos. É apresentado um método que se utiliza de fer-
ramentas computacionais para ajustar parâmetros do controlador a fim de otimizar uma
determinada condição de robustez.

Esta introdução compreende inicialmente uma breve descrição do problema de controle
robusto a ser tratado e, em seguida, uma descrição sucinta dos capítulos da dissertação.

1.1 CONTEXTO E MOTIVAÇÃO

A teoria de controle robusto surgiu na década de 80 e foi uma consequência natural
e necessária para resolver problemas que surgiram de exemplos realísticos onde o método
de espaço de estado, inventado nas décadas de 60 e 70, por vezes se mostrava muito
suscetível a pequenas e inevitáveis diferenças entre o modelo teórico e o sistema físico.
Tal fato ocorria na utilização de técnicas de otimização conhecidas como Controle LQG
(do inglês Linear Quadratic Gaussian) quando o modelo da planta era impreciso. Um
exemplo desse problema foi demonstrado em (DOYLE, 1978). Essa carência de robustez
tornava o modelo teórico não confiável e portanto, conclusões a cerca da estabilidade e do
desempenho do sistema físico não podiam ser previstas de forma segura.

Face a tais problemas, a teoria de controle robusto desenvolveu métodos onde esses
modelos imprecisos pudessem representar o sistema físico de maneira satisfatória. Sur-
giu o conceito de modelo nominal ou sem incertezas e o conceito de modelo incerto.
Desenvolveram-se técnicas de análise, onde o principal objetivo era verificar o nível de
suscetibilidade do sistema frente a incertezas. Assim, um sistema robusto era aquele que
conservava suas características de estabilidade e desempenho mesmo na presença dessas
incertezas. Isso possibilitou, portanto, uma modelagem muito mais confiável do sistema de
controle. Paralelamente à análise, surgiram técnicas de síntese, cujo objetivo está voltado
ao projeto de controladores que minimizem essa suscetibilidade do sistema a incertezas,
tornando-o robusto.

A robustez do sistema pode ser caracterizada pelo valor singular estruturado (ou SSV,
do inglês Structured Singular Value), sendo o sistema tão mais robusto quanto menor for
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esse valor. Entretanto a determinação do SSV é um problema de difícil solução, sendo
classificado dentro da teoria da complexidade computacional como um problema NP-
difícil (TOKER, 1995). Felizmente foram deduzidos alguns limites superiores para o SSV
que são mais simples de se resolver. Além disso, a experiência tem mostrado que em
vários problemas práticos tais limites estão próximos do SSV. Por esse motivo, técnicas
de síntese robustas baseiam-se na minimização desses limites superior.

1.2 OBJETIVO DO TRABALHO

Atualmente, já existem algumas técnicas de síntese de controladores que objetivam
minimizar o SSV. A eficiência de cada um delas pode ser melhor analisada na aplicação
em diversos tipos de exemplos, permitindo uma comparação dos resultados. Essas técnicas
serão apresentadas com um pouco mais de detalhe no capítulo 3. Por ora, observaremos
somente algumas limitações, conforme a TAB. 1.1.

TAB. 1.1: Técnicas de síntese robusta e suas limitações

Nome da Técnica Limitações
Baseada em uma minimização sem garantia de
convergência local ou global.

Iteração D −G−K Utiliza somente multiplicadores de fase mínima,
tornando a técnica mais conservadora.
Resulta em um controlador de ordem plena, sem
estrutura.

Síntese Não-Diferenciável
(APKARIAN, 2011)

Utilizada somente para incertezas paramétricas.
Algoritmo computacionalmente custoso devido à
necessidade de realizar múltiplas bisseções.

Síntese IQC (APKARIAN, 2006a)

Diferente das técnicas acima, é baseada em uma
minimização do maior auto valor e não de uma
norma H∞, que possui algoritmos com compro-
vada eficiência.

Percebe-se que ainda não existe uma técnica geral, baseada no SSV, que garanta uma
solução ótima para o problema de robustez. Isso dá margem à procura de novos métodos,
que podem ter ao mesmo tempo vantagens e desvantagens em relação aos existentes.
Como existe uma grande diversidade de problemas na área de controle, é possível que um
determinado método seja eficiente para um problema e não para outro. Nesse sentido,
é desejável que se possua um maior número de alternativas, o que torna interessante a
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proposição de novas técnicas.
Dessa forma, o objetivo deste trabalho é apresentar, aplicar, comparar e analisar

um método de síntese de controlador robusto baseado na minimização de um limitante
superior do valor singular estruturado, que foi derivado do trabalho de (FAN, 1991).
Esse novo método é apropriado para modelos onde existem ao mesmo tempo dois tipos
de incertezas: incertezas paramétricas, ou seja, nos elementos das matrizes A, B, C, D
quando na representação em espaço de estado, e incertezas complexas, que são variações
no domínio da frequência entre o modelo e o sistema real. Além disso, esse método
utiliza uma técnica de síntese não-diferenciável (APKARIAN, 2006b), que possibilita o
projeto de controladores estruturados através de uma minimização de uma norma H∞
com certificado de convergência local.

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

Esta dissertação é composta por quatro capítulos e uma conclusão, além desta intro-
dução.

• O capítulo 2 consiste em um breve resumo da teoria de controle robusto, onde
serão abordados: conceito e representação de incertezas, condições de estabilidade
e desempenho robustos, definição do valor singular estruturado e sua aplicação na
análise de robustez em estabilidade e desempenho. Na última seção desse capítulo
será apresentado o limite superior do SSV desenvolvido em (FAN, 1991).

• O capítulo 3 descreve sucintamente três métodos de síntese de controladores basea-
dos na minimização do SSV: síntese por iteração D−G−K (YOUNG,1996), síntese
sob restrição integrais quadráticas (APKARIAN, 2006a) e síntese não-diferenciável
com multiplicadores dinâmicos (APKARIAN, 2011). No final desse capítulo, será
apresentado com um nível maior de detalhe o novo método.

• O capítulo 4 apresenta resultados de aplicações numéricas da teoria. Nele,
encontram-se seis exemplos onde são aplicadas algumas das técnicas apresentadas no
capítulo 3. Ao final de cada exemplo, consta uma tabela comparativa de resultados.
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2 TEORIA DE CONTROLE ROBUSTO

Na modelagem de sistemas dinâmicos, inevitavelmente surgem discrepâncias entre o
modelo matemático e o sistema físico real. Tais diferenças, denominadas incertezas (o
termo perturbações também é utilizado com o mesmo sentido), ocorrem porque a re-
presentação matemática não consegue refletir a realidade de maneira exata. Para tanto,
precisaríamos de modelos extremamente complexos, impossíveis de serem tratados com-
putacionalmente. Além disso, existem casos onde o valor de determinados parâmetros
não são conhecidos de maneira precisa, além de poderem variar com o tempo. A teoria
de Controle Robusto possibilita realizar o controle de sistemas com essas características,
ou seja, sistemas com incertezas no modelo.

Para isso, foram criadas representações para modelos incertos, e desenvolvidas técnicas
para analisar ou controlar sistemas baseados nesses modelos. Isso possibilitou a síntese de
controladores estabilizantes com garantia de desempenho mesmo na presença de incerte-
zas, ou seja, controladores que tornem o sistema robusto em estabilidade e desempenho.
Tal assunto é tratado neste capítulo, onde são apresentados os resultados fundamentais
obtidos em estudos anteriores. Uma abordagem mais completa e detalhada encontra-se
em (SKOGESTAD, 2005) e (ZHOU, 1996).

2.1 MODELAGEM DE SISTEMAS INCERTOS

Existem basicamente duas formas de representação de incertezas: reais e complexas.
As primeiras são utilizadas em sistemas cujos valores de certos parâmetros não são conhe-
cidos precisamente. São chamadas reais pois, no processo de representação matemática
dessas incertezas, surgem parâmetros pertencentes ao conjunto dos números reais.

Já as incertezas complexas são aquelas utilizadas para representar dinâmicas que não
são modeladas ou pelo fato de não se conhecer o mecanismo físico, geralmente, em altas
frequências, ou pelo fato de, embora se conheça tal mecanismo, este é negligenciado, em
vista de uma maior simplicidade no modelo.

Qualquer planta incerta poderá ser dividida em dois blocos dinâmicos: um sem incer-
tezas, conhecido como planta nominal, e outro responsável por agrupar todas as incertezas
presentes. Esse último bloco, denominado ∆(s), reflete o quão estruturadas são as incer-
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tezas presentes no modelo.
A equação 2.1 caracteriza a estrutura geral de ∆(s), representada pela letra grega em

negrito ∆

∆ =
{
bloco diagonal(δr1Ik1 , . . . , δ

r
mrIkmr , δ

c
1Ikmr+1 , . . . , δ

c
mcIkmr+mc ,∆

C
1 , . . . ,∆C

mC
)

: δri ∈ R, δci ∈ C,∆C
i ∈ Ckmr+mc+i×kmr+mc+i

}
, (2.1)

onde para um determinado inteiro k, Ik denota uma matriz identidade k×k. Os blocos com
escalares reais repetidos δri Iki correspondem às incertezas paramétricas, enquanto que os
blocos com escalares complexos repetidos δci Ikmr+i e os complexos cheios ∆C

i correspondem
às dinâmicas não modeladas ou negligenciadas. De acordo com os índices, existem mr,mc

e mC blocos escalares reais repetidos, escalares complexos repetidos e complexos cheios
respectivamente, totalizando m = mr +mc+mC blocos.

Assim, em modelos normalizados, o conjunto de incertezas possíveis (também chamado
de conjunto de ∆s permitidos ou admissíveis) será representado por

∆ ∈ B∆ := {∆ ∈∆ : ‖∆‖∞ ≤ 1}.

A incerteza real ou paramétrica corresponde a um intervalo de valores reais, onde está
confinado o valor exato de um determinado parâmetro físico. Essa incerteza possui a
representação

αp = ᾱ (1 + rαδ),

onde ᾱ é o valor paramétrico médio, rα = (αmax − αmin)/(αmax + αmin) é a incerteza
relativa no parâmetro e δ é um escalar real que, em modelos normalizados, satisfaça
|δ| ≤ 1.

As incertezas referentes a dinâmicas negligenciadas e não-modeladas são representadas,
em modelos normalizados, por perturbações cuja norma H∞, ou seja, o valor máximo do
maior valor singular no espectro da frequência, é limitada em 1.

Representações de incertezas sem estrutura alguma equivalem a um ∆ formado por
uma matriz complexa cheia. Portanto, quanto mais o bloco de incertezas ∆ se aproxi-
mar de uma matriz diagonal maior será a quantidade de estrutura na representação das
incertezas. Assim, a representação dessas incertezas varia principalmente em termos da
quantidade de estrutura que ela contém. Representações estruturadas refletem com maior
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precisão os mecanismos físicos que causam diferenças entre o modelo e a planta. Esse tipo
de representação diminui consideravelmente o tamanho do conjunto de incertezas, entre-
tanto, adiciona bastante complexidade no processo de análise e síntese. Já a representação
não-estruturada, pelo contrário, facilita enormemente a análise e síntese, porém, introduz
uma grande quantidade de incertezas, muitas delas impossíveis de ocorrer na planta real.

Quando ocorrem ao mesmo tempo incertezas reais e complexas, dizemos tratar-se de
incertezas estruturadas mistas. A análise e a síntese de sistemas com esse tipo de incerte-
zas permanecem fundamentalmente mais difíceis que em sistemas compostos unicamente
por incertezas complexas. De acordo com (APKARIAN, 2011), sintetizar controlado-
res robustos em face de incertezas mistas continua a ser um problema muito desafiador
no cerne da teoria de Controle Robusto Moderno. Neste trabalho, será dada ênfase às
incertezas estruturadas mistas.

Dada uma planta incerta controlada, a ideia é representá-la conforme a FIG. 2.1. Nessa
configuração, as incertezas são coletadas e agrupadas no bloco ∆. O bloco P , denominado
planta nominal de síntese, contém os canais de incerteza (u∆, y∆), os canais de desempenho
(w, z) e os canais de controle (u, v). Assim, o bloco P pode ser particionado de acordo
com esses canais, conforme (2.2). Esse bloco frequentemente abrange matrizes dinâmicas
de ponderações e normalizações, de maneira que, se a norma H∞ da transferência do canal
de desempenho for menor que 1, então o sistema atende às especificações de desempenho.

  

FIG. 2.1: Representação de um modelo incerto para síntese de controlador

P (s) =


P11(s) P12(s) P13(s)
P21(s) P22(s) P23(s)
P31(s) P32(s) P33(s)

 (2.2)
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O bloco K, representando o controlador, aparece explicitamente na FIG. 2.1. Por essa
razão, a configuração apresentada é adequada para a síntese de controladores. A ideia é
definir uma estrutura para K e ajustar seus parâmetros até que se consiga um controlador
fixo que traga robustez em estabilidade e desempenho para qualquer ∆ admissível. Obtido
o controlador, passa-se para o campo da análise, de maneira que se possa verificar com
maior precisão a robustez do sistema em malha fechada. Para isso, realiza-se uma Trans-
formação Fracionária Linear Inferior (LFT, do inglês Linear Fractional Transformation)
entre P (s) e K(s), resultando na FIG. 2.2

FIG. 2.2: Estrutura N∆ para análise de desempenho robusto

onde

N =
N11 N12

N21 N22

 = Fl(P,K) ,
P11 P12

P21 P22

+
P13

P23

K(I − P33K)−1
[
P31 P32

]
. (2.3)

A função de transferência em malha fechada de w para z, representada por F (s), pode
ser obtida através de uma LFT superior entre N(s) e ∆(s), conforme (2.4).

F = Fu(N,∆) , N22 +N21∆(I −N11∆)−1N12. (2.4)

2.2 ANÁLISE DE ROBUSTEZ

Tomando-se por base (2.4) e observando a FIG. 2.2, podemos definir os seguintes
conceitos de estabilidade e desempenho:

Estabilidade Nominal (EN) ⇔ N é internamente estável (2.5)

Desempenho Nominal (DN) ⇔ ‖N22‖∞ < 1; e EN (2.6)
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Estabilidade Robusta (ER) ⇔ F é estável, ∀∆ ∈ B∆; e EN (2.7)

Desempenho Robusto (DR) ⇔ ‖F‖∞ < 1, ∀∆ ∈ B∆; e EN (2.8)

Quando estamos interessados somente na estabilidade robusta, utilizamos a estrutura
M∆, conforme a FIG. 2.3, onde M = N11 é a função de transferência da saída para
a entrada das incertezas. Nesse caso, uma forma teórica de se verificar a condição de
estabilidade robusta, é dada pelo teorema 2.1

FIG. 2.3: Estrutura M∆ para análise de estabilidade robusta

Teorema 2.1 (Condição de Estabilidade do Determinante (SKOGESTAD, 2005)). As-
suma que o sistema nominal M(s) e o bloco de incertezas ∆(s) da FIG. 2.3 são estáveis.
Considere o conjunto convexo de incertezas ∆ de tal forma que, se ∆′ é admissível, então
c∆′ também o é, onde c é qualquer real escalar, tal que |c| ≤ 1. Então, o sistema M∆
da FIG. 2.3 é estável para todo ∆ admissível (estabilidade robusta) se e somente se:

O Diagrama de Nyquist de det (I −M∆(jω)) não envolve a origem, ∀∆, ∀ω

⇔ det (I −M∆(jω)) 6= 0, ∀ω, ∀∆ (2.9)

⇔ λi(M∆) 6= 1, ∀i, ∀ω, ∀∆.

A hipótese de ∆ ser estável poderia ser dispensada, entretanto isso traria dificuldades
para estabelecer e provar as condições de estabilidade e desempenho. Além disso, é sem-
pre possível representar qualquer planta incerta utilizando perturbações estáveis. Assim,
assumir ∆ estável não é realmente uma restrição.

O principal problema na aplicação do teorema 2.1 é que teríamos de testar a condição
de estabilidade robusta para uma quantidade infinita de ∆s e isso é difícil de se verificar
numericamente. Por outro lado, esse mesmo teorema, que se aplica a incertezas mistas,
forma a base da definição geral do valor singular estruturado, a ser estudado a seguir.
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O valor singular estruturado, representado pela letra grega µ, é uma função que pos-
sibilita a obtenção de condições necessárias e suficientes para a robustez em sistemas com
incertezas estruturadas. Mas além disso, ele também caracteriza o quão robusto é um
determinado sistema. Antes de passarmos para a definição formal de µ, considere a es-
tabilidade da estrutura M∆ na FIG. 2.3 onde ∆ pertence ao conjunto de perturbações
bloco-diagonal limitadas em norma B∆. Da condição de estabilidade do determinante
(2.9), que se aplica a ambas perturbações complexas e reais, tem-se

Estabilidade Robusta ⇔ det (I −M∆(jω)) 6= 0, ∀ω, ∀∆ ∈ B∆. (2.10)

Note que (2.10) não nos mostra o quão próximo o sistema está da instabilidade, sendo
simplesmente uma condição que verifica se há ou não estabilidade robusta. Dessa forma,
surge naturalmente a ideia de se quantificar essa robustez, o que significa verificar qual a
margem de estabilidade robusta, ou seja quanto se pode aumentar a norma de ∆ até que
o sistema fique instável. Esse aumento da norma é equivalente a aumentar a incerteza no
modelo. Assim, a pior combinação de incertezas equivale ao ∆ de menor norma possível
que leva à instabilidade. Intuitivamente, podemos chamar isso de o tamanho da menor
incerteza que leva à instabilidade. Obviamente, quanto maior for esse tamanho, maior a
estabilidade robusta, pois seria necessária uma incerteza tambémmaior para desestabilizar
o sistema. Ora, isso é exatamente uma forma de se verificar o quão próximo o sistema está
da instabilidade. O valor singular estruturado está intimamente ligado à esta quantificação
de estabilidade robusta, sendo definido a seguir.

Definição 2.1 (Valor Singular Estruturado µ (FAN, 1991)). Seja M uma matriz complexa
e seja ∆ uma matriz complexa pertencente ao conjunto ∆. A função real não-negativa
µ(M), chamada de valor singular estruturado é definida por:

µ(M) ,
(

min
∆∈∆
{σ̄(∆) | det (I −M∆) = 0}

)−1
,

onde σ̄(∆) denota o maior valor singular de ∆. Se não existe ∆ ∈ ∆ tal que
det (I −M∆) = 0, então µ(M) , 0.

É importante notar que o valor de µ(M) também depende da estrutura de ∆, o que
pode ser explicitado pela notação µ∆(M). Um valor de µ = 1 significa que existe uma
perturbação com σ̄(∆) = 1 que é grande o suficiente para tornar I−M∆ singular. Assim,

22



um valor de µ elevado é “ruim”, pois significa que existe uma pequena perturbação que
torna I −M∆ singular.

Duas propriedades de µ que valem tanto para incertezas reais como complexas são
(SKOGESTAD, 2005):

• µ(αM) = |α|µ(M), para qualquer escalar α real.

• Seja ∆ = diag {∆1,∆2} um conjunto bloco-diagonal de incertezas. Considere a
partição da matriz M de acordo com as dimensões de ∆1 e ∆2. Então:

µ∆(M) ≥ max {µ∆1(M11), µ∆2(M22)} . (2.11)

Em outras palavras, (2.11) mostra que a característica de robustez em relação a duas
incertezas tomadas juntas é, no mínimo, tão ruim quanto a pior incerteza considerada
sozinha, ou seja, não é possível melhorar a estabilidade robusta incluindo-se outra incer-
teza.

Utilizando o valor singular estruturado, o teorema a seguir apresenta uma condição
equivalente para a estabilidade robusta.

Teorema 2.2 (Estabilidade Robusta para perturbações bloco diagonais reais ou comple-
xas (SKOGESTAD, 2005)). Assuma que o sistema nominalM e o bloco de perturbações ∆
sejam estáveis. Então o sistema M∆ da FIG. 2.3 é estável para toda incerteza permitida
(∆ ∈ B∆) se, e somente se

µ(M(jω)) < 1, ∀ω. (2.12)

Sendo (2.12) uma condição necessária e suficiente para a estabilidade robusta, podemos
reescrevê-la como

Estabilidade Robusta ⇔ µ(M(jω)) σ̄(∆(jω)) < 1, ∀ω,

que pode ser interpretada como uma generalização do Teorema do Ganho Pequeno
(ZHOU, 1996) que também leva em consideração a estrutura de ∆.

Até este ponto, o valor singular estruturado só foi utilizado para se verificar estabili-
dade robusta. Entretanto, µ também pode ser utilizado para se verificar o desempenho
robusto, que pode ser visualizado como um caso especial de estabilidade robusta, con-
forme mostra a FIG. 2.4. O passo B apresenta o surgimento de um bloco de perturbações
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fictícias ∆P , que representa as especificações de desempenho e que, em modelos norma-
lizados, possui norma H∞ igual a 1. Como esse bloco não tem estrutura, a estabilidade
robusta do sistema F∆P equivale a

max
ω

σ̄(F (jω)) < 1, (2.13)

o que, de acordo com (2.8), equivale ao desempenho robusto do sistema F desde que
a desigualdade em (2.13) se mantenha para ∀∆ permitido. Isso pode ser visualizado no
passo C da FIG. 2.4. Finalmente, no passo D, aplica-se o valor singular estruturado à nova
estrutura formada. Dessa forma, µ(N), apresentará condições necessárias e suficientes
para o teste da robustez, de acordo com o teorema 2.3.

Teorema 2.3 (Desempenho Robusto (SKOGESTAD, 2005)). Rearranje o sistema incerto
na estrutura N∆ da FIG. 2.4. Assuma estabilidade nominal de tal forma que N seja
(internamente) estável. Então

Desempenho Robusto ⇔ ‖F‖∞ = ‖Fu(N,∆)‖∞ < 1, ∀∆ ∈ B∆ (2.14)

⇔ µ∆̂(N(jω)) < 1, ∀ω, (2.15)

onde µ está relacionado à estrutura

∆̂ =
∆ 0

0 ∆P

 ,
e ∆P representa uma estrutura formada por um bloco de incertezas complexo cheio cuja
dimensão é igual à de F T .

Algumas considerações a respeito do teorema 2.3:

1. A condição (2.15) permite que seja testado se ‖F‖∞ < 1 para todos os possíveis ∆’s
sem ter que se testar cada ∆ individualmente. A razão disso é graças ao fato de µ
ser definido de tal forma que ele representa o pior caso de combinação de incertezas.

2. De (2.11) tem-se que

µ∆̂(N)︸ ︷︷ ︸
DR

≥ max{µ∆(N11)︸ ︷︷ ︸
ER

, µ∆P(N22)︸ ︷︷ ︸
DN

}, (2.16)

onde µ∆P(N22) = σ̄(N22). De acordo com (2.16), estabilidade robusta (µ∆(N11) <
1) e desempenho nominal (σ̄(N22) < 1) são automaticamente satisfeitos quando o

24



FIG. 2.4: DR como um caso especial de ER estruturada. F = Fu(N,∆)

Desempenho Robusto (µ(N) < 1) é satisfeito. Entretanto, a estabilidade nominal
(estabilidade de N) não é garantida por (2.15) e portanto deve ser testada separa-
damente.
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2.3 UM LIMITANTE SUPERIOR DE µ

Dada uma matriz quadrada qualquer A, a seguinte igualdade é verdadeira:

det (I − A) =
i∏

(1− λi(A)) .

Assim, temos que

det (I −M∆) = 0⇒
i∏

(1− λi(M∆)) = 0

⇒ 1− λi(M∆) = 0 para algum i

⇒ σ̄(∆)λi
(
M

∆
σ̄(∆)

)
= 1 para algum i

⇒ λi

(
M

∆
σ̄(∆)

)
= 1
σ̄(∆) para algum i

⇒ max
∆∈∆

λ

(
M

∆
σ̄(∆)

)
= 1

min
∆∈∆

σ̄(∆) .

Como, por hipótese, ∆ satisfaz a igualdade det (I −M∆) = 0, e como ∆
σ̄(∆) ∈∆ além de

possuir o maior valor singular igual a 1, temos

max
∆∈∆/σ̄(∆)=1

ρR(∆M) = µ(M), (2.17)

onde λ pôde ser substituído pelo módulo do maior autovalor real ρR, pois se ∆ ∈∆ então
−∆ ∈∆.

O valor de µ depende da estrutura de ∆, e será tão maior quanto menos restrita for tal
estrutura. A menos restrita ocorre quando ∆ for uma estrutura complexa cheia. Nesse
caso, conhecido também como incertezas não-estruturadas, µ atinge o seu valor máximo,
conforme enuncia o teorema a seguir:

Teorema 2.4 (Condição do maior valor singular (ZHOU, 1996)). Dada uma matrix qual-
quer M e uma estrutura ∆ a ela associada, o valor singular estruturado será sempre
limitado pelo maior valor singular, ou seja,

µ(M) ≤ σ̄(M). (2.18)

Além disso, a igualdade ocorre quando a matriz ∆ for uma matriz complexa cheia, ou
seja, mr = mc = 0 e mC = 1.
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Entretanto, em casos práticos, a utilização de σ̄(M) leva a análises de robustez de-
masiadamente conservadoras. Isso porque esse maior valor singular só é uma condição
necessária e suficiente para estabilidade robusta em casos de incertezas não-estruturadas,
o que não ocorre na maioria dos problemas reais. Tais problemas são melhor represen-
tados por incertezas estruturadas, onde a condição do maior valor singular passa a ser
somente suficiente, mas não necessária. Portanto, considere

D∆ =
{
bloco diagonal

(
D1, . . . , Dmr+mc , d1Ikmr+mc+1 , . . . , dmCIkm

)
:

Dq ∈ Ckq×kq , det(Dq) 6= 0, dq ∈ C∗
}
. (2.19)

Uma consequência da estrutura de (2.19) é que D ∈ D∆ ⇒ D∆ = ∆D ∀∆ ∈ ∆}.
Dessa forma, considerando (2.17) e sabendo que max ρR(AB) = max ρR(BA), ∀A,B de
dimensões compatíveis, segue-se que o limite em (2.18) pode ser refinado para

µ(M) = µ(DMD−1) ≤ inf
D∈D∆

σ̄(DMD−1) ≤ σ̄(M) ∀D ∈ D∆. (2.20)

2.3.1 UMA FÓRMULA EQUIVALENTE PARA µ

Ao observarmos (2.17) percebemos que seria necessária alguma maneira de se obter
a pior combinação possível de incertezas, ou seja, a matriz ∆ de norma 1 tal que o
maior autovalor real de ∆M seja máximo. Uma outra ideia seria procurar o autovetor
relacionado a esse autovalor. Assim, considere ∆ ∈ ∆ e θ ∈ R+ de tal forma que, para
um vetor não nulo x

∆Mx = θx. (2.21)

Sem perda de generalidade, podemos considerar x um vetor unitário, ou seja,

x ∈ ∂B := {x ∈ Cn : ‖x‖ = 1}.

A estrutura de ∆ em (2.21) impõe restrições no conjunto de vetores formado por
todo x que satisfaça essa equação. Assim, levando-se em consideração a estrutura bloco-
diagonal ∆, tem-se que cada bloco irá impor restrições somente no “subvetor” de x a
ele correspondente. Para esclarecer melhor essas restrições, vamos considerar um caso
de incerteza composto por um parâmetro real possivelmente repetido e por um bloco
complexo. Neste caso particular, temos

∆ = {bloco diagonal(δrIkr ,∆C
kC

) : δr ∈ R,∆C
kC
∈ CkC×kC}.
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Como neste caso específico ∆ possui 2 blocos, separa-se o vetor x em dois subvetores
de dimensões compatíveis com as de cada bloco. Para isso, utilizam-se duas matrizes de
projeção: Qr ∈ Rkr×n e QC ∈ RkC×n tais que

Qr =
[
Ikr 0

]
, QC =

[
0 IkC

]
.

Dessa forma, (2.21) pode ser desdobrada em outras duas equações

δrQrMx = θQrx (2.22a)

∆C
kC
QCMx = θQCx. (2.22b)

Para que (2.22b) seja satisfeita para algum ∆C
kC

com σ̄(∆C
kC

) ≤ 1, é necessário e
suficiente que

‖QCMx‖ ≥ θ‖QCx‖.

Isso significa que é sempre possível obter um ∆C
kC

que, sendo uma matriz complexa cheia,
irá rotacionar e contrair o vetor QCMx de tal maneira que ele fique na mesma direção e
possua o mesmo tamanho do vetor θQCx. Por outro lado, para que (2.22a) seja satisfeita
para algum |δr| ≤ 1, é necessário (mas não mais suficiente) que

‖QrMx‖ ≥ θ‖Qrx‖.

O motivo da não suficiência é que δr, sendo um número real, não pode rotacionar o
vetor QrMx, ainda que possa contraí-lo. Por isso, para atingir a suficiência, é necessário
também que os vetores QrMx e Qrx estejam alinhados. Entende-se aqui que “alinhados”
significa que os dois vetores se diferem apenas por um fator real. Para isso, é necessário
que

xj(Mx)i = x̄i(Mx)j, i, j = 1, · · · , kr. (2.23)

Assim, µ(M) = θ∗, sendo θ∗ o maior θ para o qual exista algum x que satisfaça a todas
essas condições, o que está de acordo com (2.17).

Resumindo, para esse caso específico:

µ∆(M) =



0 se S∆(M) = ∅, caso contrário

max{θ : ‖QrMx‖ ≥ θ‖Qrx‖, ‖QCMx‖ ≥ θ‖QCx‖
para algum x ∈ S∆(M)}

, (2.24)

28



com

S∆(M) = {x ∈ ∂B : xj(Mx)i = x̄i(Mx)j, i, j = 1, · · · , kr} (mr = mC = 1,mc = 0).

Note que

xj(Mx)i = x̄i(Mx)j, i, j = 1, · · · , kr
⇔

kr∑
i=1

kr∑
j=1

gijxj(Mx)i =
kr∑
i=1

kr∑
j=1

gijx̄i(Mx)j, ∀gij ∈ C

⇔

[
(Mx)1 · · · (Mx)kr

]


g11 · · · g1kr

g21 · · · g2kr
... . . . ...

gkr1 · · · gkrkr


︸ ︷︷ ︸

,Gkr


x1
...
xkr

 =

[
x̄1 · · · x̄kr

]


g11 · · · g1kr

g21 · · · g2kr
... . . . ...

gkr1 · · · gkrkr




(Mx)1

...
(Mx)kr


⇔

(Mx)HQH
r GkrQrx = xHQH

r GkrQrMx

⇔

xHMH

Gkr

0


︸ ︷︷ ︸

,G

x = xH

Gkr

0

Mx, (2.25)

onde Gkr é qualquer matriz complexa de dimensão kr×kr. De forma equivalente, podemos
limitar Gkr a matrizes hermitianas, uma vez que toda matriz Gkr pode ser decomposta
da seguinte maneira: Gkr = G1 + jG2, com G1, G2 hermitianas de mesma dimensão que
Gkr . Assim, se (2.25) é satisfeita para qualquer G1 e G2 hermitianas, então também será
satisfeita para qualquer Gkr = G1 + jG2.

Se o bloco real repetido fosse substituído por um complexo repetido (mr = 0,mc = 1),
(2.23) teria a seguinte forma:

xj(Mx)i = xi(Mx)j, i, j = 1, · · · , kc. (2.26)
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A partir daí, é possível estendermos para o caso da estrutura bloco-diagonal geral de
(2.1). Para isso, considere as matrizes de projeção Qq, q = 1, · · · ,m, assim definidas:

Qq =
[
0kq×k1 · · · 0kq×kq−1 Ikq 0kq×kq+1 · · · 0kq×km

]
.

Além disso, para q = 1, · · · ,mr +mc, considere o conjunto de índices Jq assim definido:

Jq =


q−1∑
p=1

kp + 1,
q−1∑
p=1

kp + 2, · · · ,
q∑
p=1

kp

 .
Esse conjunto de índice se refere ao subvetor de x correspondente ao bloco q. Por exemplo:
o bloco q = 2 está relacionado ao subvetor x = [xk1+1 xk1+2 · · · xk1+k2 ]T .

Dessa forma, (2.24) pode ser generalizada conforme o teorema 2.5.

Teorema 2.5 (FAN, 1991). Dada uma matrix qualquer M e uma estrutura ∆ a ela
associada

µ∆(M) =


0 se S∆(M) = ∅, caso contrário

max{θ : ‖QqMx‖ ≥ θ‖Qqx‖, q = 1, · · · ,m para algum x ∈ S∆(M)}
,

(2.27)

comS∆(M) = {x ∈ ∂B : xj(Mx)i = x̄i(Mx)j, (i, j) ∈
mr⋃
q=1

Jq × Jq;

xj(Mx)i = xi(Mx)j, (i, j) ∈
mr+mc⋃
q=mr+1

Jq × Jq

 .
Nesse caso, (2.25) pode ser generalizada de maneira que G pertença ao conjunto de

matrizes hermitianas G∆ tal que

G∆ =
{
bloco diagonal(G1, · · · , Gmr , 0kmr+1, · · · , 0km) : Gq = GH

q ∈ Ckq×kq
}
, (2.28)

e o conjunto de vetores x admissíveis passa a ter uma condição não mais equivalente, mas
necessária:

S∆(M) ⊆ {x ∈ ∂B : xH(MHG−GM)x = 0 ∀G ∈ G∆}. (2.29)

Essa não equivalência é consequência de osmc blocos deG, referentes aos escalares comple-
xos repetidos, serem tratados da mesma forma que os mC blocos referentes aos complexos
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cheios, ou seja, igualados a zero. Isso significa que as restrições de mesma forma que
(2.26) foram ignoradas e, sendo assim, a equivalência só ocorre quando mc = 0. Nesse
caso, (2.29) passa a ser uma igualdade.

A seguinte proposição, uma consequência do teorema 2.5 e de (2.29) provê dois limites
intermediários em (2.18).

Proposição 2.1 (FAN, 1991). Dada uma matriz M e uma estrutura ∆ a ela associada

µ∆(M) ≤ η∆(M) ≤ inf
G∈G∆

ν(M,G) ≤ σ̄(M),

onde

η∆(M) =


0 se S∆(M) = ∅, caso contrário

max
x∈S∆(M)

‖Mx‖

e
ν(M,G) =

√
max

{
0, λ̄ [MHM + j(GM −MHG)]

}
. (2.30)

Analisaremos a seguir a Proposição 2.1 para o caso em que µ∆(M) > 0, pois o contrário
implica em S∆(M) = ∅, o que permite que tal proposição possa ser verificada de maneira
trivial. Assim, com relação à primeira desigualdade, e de acordo com o teorema 2.5,
µ∆(M) > 0⇒ ∃x∗ ∈ S∆(M) tal que o par (µ∆(M), x∗) é solução de (2.27). Isso significa
que para q = 1, · · · ,m, ‖QqMx∗‖ ≥ µ∆(M)‖Qqx∗‖. Portanto,

‖Mx∗‖2 =
m∑
q=1
‖QqMx∗‖2 ≥ µ2

∆(M)
m∑
q=1
‖Qqx∗‖2 = µ2

∆(M).

Com relação à segunda desigualdade, sendo µ∆(M) > 0, e de acordo com (2.29), temos
que para todo x ∈ S∆(M) e G ∈ G∆,

‖Mx‖2 = xHMHMx = xH
[
MHM + j(MHG−GM)

]
x ≤ λ̄

[
MHM + j(GM −MHG)

]
e assim

η2
∆(M) = max

x∈S∆(M)
‖Mx‖2

≤ inf
G∈G∆

λ̄
[
MHM + j(GM −MHG)

]
≤ inf

G∈G∆
max

{
0, λ̄

[
MHM + j(GM −MHG)

]}
= inf

G∈G∆
ν2(M,G).
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Finalmente, como G∆ contém a matriz zero, a última desigualdade da Proposição 2.1
resulta em λ̄(MHM) = σ̄2(M). O próximo teorema é uma consequência direta de (2.20)
e da Proposição 2.1.

Teorema 2.6 (FAN, 1991). Dada uma matrix qualquer M e uma estrutura ∆ a ela
associada

µ∆(M) ≤ inf
D∈D∆

η∆(DMD−1)

≤ inf
D∈D∆,G∈G∆

ν(DMD−1, G) (2.31)

≤ inf
D∈D∆

σ̄(DMD−1).

O teorema 2.6 fornece dois limites superiores que são menos conservadores que
inf

D∈D∆
σ̄(DMD−1). Entretanto, como max

x∈S∆(DMD−1)
‖DMD−1x‖ pode ter máximo local

que não é global, tentativas de se obter η∆(DMD−1) podem resultar em limites estri-
tamente menores, o que pode levar a uma estimação errônea de que µ∆(M) é um valor
menor do que o verdadeiro. Felizmente, o segundo limite superior em (2.31) não sofre
desse inconveniente. De fato, podemos escrever

inf
D∈D∆,G∈G∆

ν(DMD−1, G) =
√

max
{

0, inf
D∈D∆,G∈G∆

F (D,G)
}
, (2.32)

onde F : D∆ × G∆ → R é definida por

F (D,G) = λ̄
[
MH

DMD + j(GMD −MH
DG)

]
,

com MD = DMD−1. Assim, para qualquer D ∈ D∆, G ∈ G∆, a exceção de F (D,G) < 0
(que no caso resulta em µ∆(M) = 0),

√
F (D,G) é um limite superior para µ∆(M). Por

esse motivo, ν(MD, G) será utilizado como ponto de partida para a definição do novo limite
superior a que se refere o título desta dissertação. Além disso, o mesmo limite superior
pode ser obtido por meio de uma forma computacionalmente mais simples, conforme será
visto a seguir. Para qualquer α ∈ R seja Φα : D∆ × G∆ → R definido da seguinte forma:

Φα(D,G) = λ̄
[
MHDM + j

(
GM −MHG

)
− αD

]
.

Assim, a função F (D,G) pode ser reescrita da seguinte forma:

F (D,G) = max
α∈R

{
α : λ̄

[
D−HMHDHDMD−1 + j

(
GDMD−1 −D−HMHDHG

)
− αI

]
≥ 0

}
= max

α∈R

{
α : λ̄

[
D−H

(
MHDHDM + j

(
DHGDM −MHDHGD

)
− αDHD

)
D−1

]
≥ 0

}
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= max
α∈R

{
α : λ̄

[
MHDHDM + j

(
DHGDM −MHDHGD

)
− αDHD

]
≥ 0

}
,

(2.33)

o que nos leva à seguinte proposição:

Proposição 2.2 (FAN, 1991). Para qualquer D ∈ D∆, G ∈ G∆

F (D,G) = max
α∈R

{
α : Φα(DHD,DHGD) ≥ 0

}
,

que é o único valor de α para o qual Φα(DHD,DHGD) = 0, pois sendo DHD �
0,Φα(DHD,DHGD) torna-se uma função de α estritamente decrescente. Além disso,

inf
D∈D∆,G∈G∆

F (D,G) = inf
D∈D∆,G∈G∆

max
α∈R

{
α : Φα(DHD,G) ≥ 0

}
. (2.34)

A relação 2.34 baseia-se no fato de que o mapeamento G∆ → G∆ definido por G →
DHGD é uma bijeção.

Podemos assumir em (2.20) que D pertence ao conjunto

D+
∆ := {D ∈ D∆ : D � 0} ,

o que, segundo (SKOGESTAD, 2005), não afeta a otimização. Portanto, a partir de (2.34)
temos

inf
D∈D+

∆,G∈G∆

F (D,G) = inf
D∈D+

∆,G∈G∆

max
α∈R

{
α : Φα(D2, G) ≥ 0

}
. (2.35)

Como o mapeamento D+
∆ → D+

∆ definido por D → D2 também é uma bijeção, podemos
reduzir (2.35) a

inf
D∈D+

∆,G∈G∆

F (D,G) = inf
D∈D+

∆,G∈G∆

max
α∈R
{α : Φα(D,G) ≥ 0} ,

com a vantagem de que Φα(D,G) é uma função convexa. Por essa razão, atualmente o
limite superior mais próximo de µ, utilizado em análise de robustez, deriva da seguinte
minimização:

µ(M) ≤ inf
D∈D+

∆,G∈G∆

ν(DMD−1, G) (2.36)

=

√√√√max
{

0, inf
D∈D+

∆,G∈G∆

max
α∈R
{α : Φα(D,G) ≥ 0}

}
. (2.37)

Esse limitante superior deu origem a técnicas de síntese de controladores robustos,
sendo apresentadas no capítulo seguinte.
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3 SÍNTESE µ DE CONTROLADORES

Sintetizar um controlador robusto face a incertezas estruturadas é uma tarefa em geral
difícil, pois envolve um problema de otimização que não é convexo. Além disso, de maneira
intuitiva, podemos perceber que o problema de síntese é pelo menos tão difícil quanto o
de análise, sendo este último um problema do tipo NP-difícil (TOKER, 1995). Assim,
até o presente momento não existe uma solução de minimização global para o problema
geral de síntese, mesmo para o caso puramente complexo.

Entretanto, existem alguns métodos menos ambiciosos com o objetivo de obter um
controlador que minimize um limite superior do valor singular estruturado. Tal mini-
mização é em geral uma minimização local, o que não garante que esse limite superior
seja o menor possível. Sendo assim, veremos a seguir, de maneira sucinta, três desses
métodos: síntese por iteração D −G−K (YOUNG,1996), síntese sob restrição integrais
quadráticas (APKARIAN, 2006a) e síntese não-diferenciável (APKARIAN, 2011). Após
isso, será proposto um método baseado em um novo limite do valor singular estruturado,
objetivo deste trabalho.

3.1 SÍNTESE POR ITERAÇÃO D −G−K

A iteração D−G−K foi concebida a partir de uma condição de equivalência constante
na seguinte proposição:

Proposição 3.1 (FAN, 1991). Seja β > 0, então

inf
D∈D∆,G∈G∆

F (D,G) ≤ β2 (3.1)

⇔

inf
D∈D∆,G∈G∆

σ̄

[(
DMD−1

β
+ jG

)(
I +G2

)−1/2
]
≤ 1. (3.2)

Além disso, o mínimo da esquerda existe se e somente se o mínimo da direita também
existe.

Assim, combinando-se a Proposição 3.1 com (2.31) e (2.32), chegamos à seguinte
inequação:

µ∆(M) ≤ inf
D∈D∆,G∈G∆

inf
β∈R,β>0

{
β : σ̄

((
DMD−1

β
+ jG

)(
I +G2

)−1/2
)
≤ 1

}
, (3.3)
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o que, visando obter robustez a uma determinada especificação de desempenho, nos leva
ao seguinte problema de síntese:

minimize β(ω)
sujeito a σ̄

((
D(ω)N(K,ω)D−1(ω)

β(ω) + jG(ω)
)

(I +G2(ω))−1/2) ≤ 1
β(ω) ∈ R, β(ω) > 0
D(ω) ∈ D∆̂, G(ω) ∈ G∆̂

K estabiliza o sistema nominal em malha fechada,

A síntese µ é feita da seguinte forma: para um K fixo, determina-se D(ω), G(ω), β(ω),
o que é um problema de síntese mista baseada no limite superior de µ similar a (3.3) só
que através da frequência. Isso é um problema convexo que pode ser resolvido de forma
eficiente. Após determinar D(ω), G(ω), β(ω) para um intervalo de pontos na frequência,
procuram-se matrizes de transferências reais racionais cuja resposta em frequência me-
lhor se ajuste às curvas em função da frequência dessas matrizes D(ω), G(ω), β(ω), de
tal maneira que as interconexões sejam estáveis. De forma alternada, para matrizes de
transferências fixas, agora denominadas de D(s), G(s), e para um β > 0 fixo, o problema
de se encontrar K será um problema de síntese H∞, sendo também convexo e, portanto,
pode ser resolvido de maneira eficiente. Isso irá resultar numa rotina biconvexa para o
problema de síntese µ mista, conhecida como “iteração D-G-K” .

Embora cada etapa seja individualmente convexa, o problema de otimização conjunto
de D(s), G(s) e K(s) não é convexo. Portanto, essa técnica não garante encontrar o mí-
nimo global, que é a solução ótima do problema. Também não há garantia de convergência
para um mínimo local.

3.2 SÍNTESE SOB RESTRIÇÃO INTEGRAIS QUADRÁTICAS

Em (APKARIAN, 2006a), foi desenvolvida uma técnica de síntese que se beneficia de
uma condição entre desempenho robusto e duas Restrições Integrais Quadráticas (IQC,
do inglês Integral Quadratic Constraint). Para verificar tal condição, considere a hipótese
de que para todo ∆ ∈ B∆ a seguinte IQC definida por Π∆ = ΠH

∆ seja satisfeita

+∞∫
−∞

 y∆(jω)
∆(y∆)(jω)

H Π∆

 y∆(jω)
∆(y∆)(jω)

 dω ≥ 0 (3.4)

35



para todos sinais quadraticamente integráveis y∆ e, além disso, a condição de desempenho
pode ser expressa pela seguinte IQC

+∞∫
−∞

z(jω)
w(jω)

H Πp

z(jω)
w(jω)

 dω ≤ 0 (3.5)

para todo sinal quadraticamente integrável w, onde y∆, z, w representam sinais de entrada

e saída, conforme a FIG. 2.2, Π∆ ,

 S (jG)H

jG −S

 ,Πp ,

γ−1I 0
0 −γI

 , γ ∈ R+, S =

DHD,D ∈ D∆, G ∈ G∆.
O teorema a seguir propõe um método de síntese onde as condições de estabilidade

robusta e desempenho robusto são observadas para todo ∆ que satisfaça à (3.4), ou seja,
para todo ∆ admissível, conforme assumimos por hipótese.

Teorema 3.1 (APKARIAN, 2006a). Suponha que K estabilize o sistema nominal em
malha fechada e que a seguinte Inequação no Domínio da Frequência (FDI, do inglês
Frequency Domain Inequality) seja satisfeita:

F (K,Π; jω) :=
[
N(jω,K)

I

]H
Π
[
N(jω,K)

I

]
≺ 0 ∀ω ∈ [0,∞],

onde

Π :=

Π11 Π12

ΠH
12 Π22

 :=



Π∆,11 0 Π∆,12 0
0 Πp,11 0 Πp,12

ΠH
∆,12 0 Π∆,22 0
0 ΠH

p,12 0 Πp,22

 .

Então

i) O sistema representado pela FIG. 2.2 é estável para todo ∆ admissível em (3.4).

ii) A condição de desempenho é observada para todo ∆ admissível em (3.4).

Note que Π pertence a um conjunto formado por multiplicadores, denominado aqui
de Π, que por sua vez depende dos conjuntos D∆ e G∆. Assim, dado que

F (K,Π; jω) ≺ 0 ∀ω ⇔ λ̄(K,Π; jω) < 0 ∀ω,

e considerando a seguinte função não diferenciável

f(K,Π) := max
ω∈[0,∞]

λ̄

[N(jω,K)
I

]H
Π
[
N(jω,K)

I

] ,
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foi proposta por (APKARIAN, 2006a) uma técnica de síntese que consiste em um pro-
grama de otimização local cuja função objetivo e restrições estão descritas a seguir

minimize f(K,Π)
sujeito a Π ∈ Π

K estabiliza o sistema nominal em malha fechada.

Tal minimização ocorrerá até que um valor f(K,Π) < 0 seja encontrado. Entretanto,
como não se trada de uma minimização convexa, pode ocorrer de o programa finalizar
em um mínimo local que seja não negativo, o que significa que não foi possível obter uma
solução para o problema de controle robusto. Nesse caso, o método é reiniciado com uma
condição inicial diferente, o que, poderá (ou não) resultar em um valor < 0.

Infelizmente, este método de síntese não está disponível para o MATLAB R© e, não dis-
pomos do programa de otimização local. Além disso, a minimização do autovalor presente
na função objetivo baseia-se no algoritmo em (KAO, 2004) cuja eficiência ainda precisa
ser comprovada. Por essa razão, tal método não será usado para fins de comparação com
a nova técnica.

3.3 SÍNTESE NÃO-DIFERENCIÁVEL COM MULTIPLICADORES DINÂMICOS

Este método foi desenvolvido em (APKARIAN, 2011) e aplica-se a modelos incertos
onde a estrutura em (2.19) se restringe a

∆ =
{
bloco diagonal(δr1Ik1 , . . . , δ

r
mrIkmr ,∆P ) : δri ∈ R,∆P ∈ Ckmr+1×kmr+1

}
, (3.6)

onde ∆P está associada às especificações de desempenho e kmr+1 é igual à dimensão do
canal de desempenho.

De acordo com (2.33), considere a seguinte desigualdade no domínio da frequência:

λ̄
[
NHDHDN + j

(
DHGDM −NHDHGD

)
− αDHD

]
< 0, (3.7)

onde N é dado por (2.3) e (D,G) são blocos dinâmicos que obedecem à condição
(D(jω), G(jω)) ∈ (D∆,G∆) ∀ω. A FDI em (3.7) é uma condição suficiente para µ < α.
Nesse sentido, a idéia é atribuir inicialmente um valor elevado para α e, através de uma
minimização, encontrar algum D,G e K que satisfaça essa condição. Trata-se de um
problema de factibilidade, o qual verifica se é possível obter um controlador cujo valor
singular estruturado seja menor que α. Caso isso seja possível, diminui-se o valor de α e
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verifica-se novamente a factibilidade. Tal procedimento é realizado inúmeras vezes através
de um processo de bisseção até que não se consiga mais diminuir o valor de α.

Entretanto, a minimização do autovalor em (3.7) baseia-se no algoritmo em (KAO,
2004) cuja eficiência ainda precisa ser comprovada. Por outro lado, isso não ocorre quando
a função de minimização é a norma H∞, o que possibilitou o desenvolvimento de uma
técnica recente de síntese de controlador desenvolvida em (APKARIAN, 2006b), a qual en-
capsula os blocos D,G e K em um controlador estruturado. Essa técnica obtém mínimos
locais para a norma H∞ de um determinado sistema conectado ao controlador estruturado
em malha fechada. Isso motivou o desenvolvimento de uma condição equivalente a (3.7):

max

‖Fl(Pw(s), K(s))‖∞,

∥∥∥∥∥∥Fl
Pm,

W1(s) 0
0 W2(s)

∥∥∥∥∥∥
∞

 < 1, (3.8)

onde Fl representa uma LFT inferior, e os termos Pw(s), K(s), Pm,W1(s) e W2(s) estão
detalhados em (APKARIAN, 2011). Note que neste caso a função a ser minimizada é
uma norma H∞ e não mais um autovalor.

Assim, o método sintetiza um controlador que minimiza o valor de α, satisfazendo a
condição (3.8). Sendo esse α um limite superior de µ, o qual está relacionado à estrutura
em (3.6), tal método é por natureza uma síntese µ específica para sistemas com incertezas
paramétricas cujo objetivo é obter um controlador que otimiza o nível de desempenho
robusto.

3.4 O NOVO MÉTODO

Assim como ocorre na síntese por iteração D − G −K, o novo método também tem
como objetivo minimizar o valor singular estruturado de maneira indireta, através de
uma minimização de um limite superior de µ, localizado entre inf

D∈D∆,G∈G∆
ν(DMD−1, G)

e inf
D∈D∆

σ̄(DMD−1). Antes de apresentarmos o novo limite, considere o seguinte lema:

Lema 3.1 (Teorema da Monotonicidade de Weyl (BHATIA, 1997)). Sejam A e B ma-
trizes hermitianas. Se B � 0, então

λj(A+B) ≥ λj(A) ∀j.

Considere também a seguinte proposição:
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Proposição 3.2. Para qualquer matrix M e uma estrutura bloco diagonal ∆ a ela asso-
ciada

µ∆(M) ≤ inf
G∈G∆

ν(M,G) ≤ inf
G∈G∆

σ̄(M + jG) ≤ σ̄(M). (3.9)

Prova. a Proposição 3.2 é uma consequência de que

a) ν(M,G) ≤ σ̄(M − jG) ∀G ∈ G∆.

b) inf
G∈G∆

σ̄(M + jG) = inf
G∈G∆

σ̄(M − jG).

De fato podemos escrever

σ̄(M − jG) = σ̄(G+ jM)

=
√
λ̄
[
(G+ jM)H (G+ jM)

]
=

√
λ̄ [GHG− jMHG+ jGM +MHM ]

=

√√√√√√λ̄
MHM + j(GM −MHG)︸ ︷︷ ︸

Hermitiana

+GHG︸ ︷︷ ︸
�0

 (3.10a)

≥
√
λ̄ [MHM + j(GM −MHG)] (3.10b)

≥
√

max
{

0, λ̄ [MHM + j(GM −MHG)]
}

= ν(M,G),

onde a passagem de (3.10a) para (3.10b) é uma consequência direta do Lema 3.1. �

A partir de (3.9) introduz-se o multiplicador D ∈ D∆, que contribui para a minimi-
zação, dando origem ao novo limite superior, conforme o teorema a seguir:

Teorema 3.2 (Novo Limite Superior). Para qualquer matriz M associada a estrutura
bloco diagonal ∆

µ∆(M) ≤ inf
D∈D∆,G∈G∆

ν(DMD−1, G) (3.11a)

≤ inf
D∈D∆,G∈G∆

σ̄(DMD−1 + jG) (3.11b)

≤ inf
D∈D∆

σ̄(DMD−1).

Prova. Substituindo-se o termo M em (3.9) por DMD−1 e acrescentando o multiplicador
D ∈ D∆ na minimização, chega-se ao lado direito das inequações constantes no teorema
3.2. Basta então que µ∆(M) seja igual a µ∆(DMD−1), o que é verdade para todo
D ∈ D∆, conforme (2.20). �
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Embora o novo limite (3.11b) seja mais conservador que (3.11a), ele possui a vanta-
gem de ser adequado a uma técnica recente de síntese de controlador desenvolvida em
(APKARIAN, 2006b). Além disso, o fato de (3.11b) ser mais conservador não significa
que uma técnica de síntese nele baseada seja necessariamente menos eficaz. De fato, um
controlador que minimize tal limite irá minimizar indiretamente (3.11a) de tal forma que
ele será tão mais eficaz quanto melhor for essa minimização indireta.

Entretanto, o mesmo não se pode dizer da análise, uma vez que o nível de robustez
do sistema já está fixado por um dado controlador. Neste caso, a técnica de minimização
que fornece um limite mais preciso será sempre preferível, desde que ela seja convexa
e demande um esforço computacional aceitável. Por esse motivo, todas as técnicas de
síntese usadas neste trabalho serão comparadas, no que tange à robustez, através da
mesma técnica de análise (2.36).

A nova técnica de síntese proposta nesta dissertação, doravante denominada de “Sín-
tese DjG”, consiste em uma otimização cuja função objetivo e restrições estão descritas
a seguir

minimize max
ω

σ̄(DN(K)D−1 + jG)
sujeito a D(jω) ∈ D∆, G(jω) ∈ G∆

K estabiliza o sistema nominal em malha fechada,

onde N(K) = Fl(P,K), conforme (2.3). De maneira gráfica, podemos ver o sistema
(DN(K)D−1 + jG) conforme a FIG. 3.1.

FIG. 3.1: Configuração inicial para a Síntese DjG

Nessa representação, os blocos D e G não existem fisicamente, sendo apenas sistemas
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dinâmicos a serem parametrizados de maneira que (D(jω), G(jω)) ∈ (D∆,G∆) ∀ω. Para
isso, o bloco dinâmico D(s) deve ter a mesma estrutura de (2.19), com a ressalva de que
cada bloco Dq passe a ser uma matriz de transferência com kq entradas e kq saídas e cada
bloco dq passe a ser uma função de transferência. Além disso, ambos os tipos de blocos não
devem possuir zeros no eixo imaginário, o que garante que det[Dq(jω)], dq(jω) 6= 0 ∀q, ω.

Por outro lado, para que (G(jω)) ∈ (G∆) ∀ω, é necessário que o bloco dinâmico
G(s) possua a mesma estrutura que (2.28), onde cada bloco Gq passa a ser uma matriz
de transferência com kq entradas e kq saídas. Além disso, é necessário que Gq(jω) =
GH
q (jω) ∀q, ω. Para isso, cada matriz de transferência Gq(s) deverá ser do tipo Para-

Hermitiana, cuja representação em espaço de estado está definida no teorema a seguir.

Teorema 3.3 (Matrizes de Transferência Para-Hermitiana (ZHONG, 2005)). Uma ma-
triz de transferência quadrada, racional e mínima G(s) que não possui polos ou zeros
no eixo jω (incluindo ∞), é uma matriz Para-Hermitiana se e somente se possui uma
representação mínima em espaço de estado da seguinte forma:

A R −B
−E −AT CT

C BT D

 ,

onde D = DT , E = ET e R = RT .

Um inconveniente da representação na FIG. 3.1 é que o bloco D−1 não é parametrizá-
vel. Por esse motivo, faz-se necessária uma mudança de variável que seja parametrizável
de maneira que o bloco D continue a pertencer ao conjunto D∆. Assim, seja D̃ tal que
D = D̃ + I. Note que

D∆ = ∆D ⇔ (D̃ + I)∆ = ∆(D̃ + I)

⇔ D̃∆ + ∆ = ∆D̃ + ∆

⇔ D̃∆ = ∆D̃.

Isso significa que
D̃ ∈ D∆ ⇔ D ∈ D∆,

e a nova representação gráfica fica conforme a FIG. 3.2.
Conforme dito anteriormente, a Síntese DjG possui a vantagem de ser adequada a

uma técnica recente de síntese de controlador desenvolvida em (APKARIAN, 2006b).
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FIG. 3.2: Configuração parametrizável para a Síntese DjG

Trata-se de uma otimização não diferenciável cujo propósito é encontrar um controlador
estruturado que minimize a norma H∞ de um determinado sistema em malha fechada,
conforme a FIG 3.3. Nela, P é um modelo linear invariante no tempo (LTI, do inglês

FIG. 3.3: Configuração de síntese com controlador estruturado

Linear Time Invariant) que representa os elementos fixos da arquitetura de controle a
ser otimizada, sendo composto pela planta e por funções de ponderação que capturam as
especificações de desempenho. C0 representa uma estrutura bloco diagonal de controle,
composta de elementos ajustáveis.

A teoria e os algorítimos por traz dessa otimização não diferenciável não é objeto
desta dissertação. Portanto, iremos utilizá-la apenas como uma ferramenta, permane-
cendo como uma caixa preta. Resta-nos agora realizar uma manipulação na FIG. 3.2 de
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maneira que ela se ajuste à FIG. 3.3. Assim, o controlador a ser sintetizado e os blocos
parametrizáveis serão encapsulados em C0, pois representam a parte ajustável do modelo.
Para isso, é necessário separar os blocos sintonizáveis da parte fixa do modelo, conforme
se verifica na FIG 3.4.

FIG. 3.4: Configuração LFT com blocos sintonizáveis fora da planta de síntese

FIG. 3.5: Configuração LFT para a Síntese DjG

Finalmente, a FIG. 3.5, cuja transferência é equivalente a da FIG. 3.1, representa o
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modelo de síntese, onde

Pc =



IN 0
0 IP2

0 0
IN 0
0 0


P

IN 0 −IN 0 0
0 Im2 0 0 0

+



0 0 0 IN jIN

0 0 0 0 0
IN 0 −IN 0 0
0 0 0 0 0
IN 0 0 0 0


.

Entretanto, existe um inconveniente relativo ao bloco j, que aparece na FIG. 3.4.
Teoricamente, tal bloco possui a propriedade de fornecer um ganho de 0 db e uma mudança
de fase de 90o para toda frequência, conforme se verifica na FIG. 3.6.

FIG. 3.6: Gráfico de Bode teórico do bloco j

Nesse caso, o bloco j seria um ganho estático complexo, o que não é permitido na
técnica de síntese em (APKARIAN, 2006b), onde a planta de síntese Pc deve ser composta
somente por blocos com representação em espaço de estado a coeficientes reais. Para
contornar esse problema, é necessária uma função de transferência a coeficientes reais cuja
resposta em frequência se aproxime da FIG. 3.6. Tal função de transferência pode ser
obtida em (BEDROSIAN, 1961), com o uso de funções elípticas, historicamente utilizadas
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no projeto de circuitos eletrônicos de diferença de fase de 90o. A FIG 3.7 e a FIG 3.8
apresentam o diagrama de polos e zeros e o diagrama de bode, respectivamente, de uma
função de transferência de ordem 20 desse tipo, que iremos chamar de J(s).

FIG. 3.7: Diagrama de polos e zeros da função J(s)

Note que na FIG. 3.7 para cada polo/zero existe um zero/polo simétrico em relação
ao eixo imaginário, o que é responsável pelo ganho de 0 db constante. Já os motivos pelos
quais a fase permanece próxima a 90o dentro de uma faixa de frequência encontram-se
em (BEDROSIAN, 1961) e não serão abordados aqui.

Com relação à FIG. 3.8, note que, no nível DC e em frequências muito baixas, a fase
está indo a zero, o que poderá causar erros na minimização nos casos em que o valor
de pico de max

ω
[σ̄(DND−1 + jG)] ou de max

ω
[σ̄(DND−1 + J(s)G)] estiver nessa faixa de

frequência, onde J(s) 6= j. Para contornar esse problema, podemos conectar tal função de
transferência a um filtro passa-alta com diferença de fase de 90o em DC e em frequências
muito baixas. A FIG. 3.9 apresenta o diagrama de bode desse filtro e a FIG. 3.10 o
diagrama de bode do conjunto função de transferência mais filtro, que chamaremos de
J̃(s), sendo a melhor aproximação para o bloco teórico j.

Consequentemente, a função objetivo que queremos minimizar terá um comporta-
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FIG. 3.8: Diagrama de Bode da função J(s)

mento diferente em baixas frequências, onde o ganho do bloco J̃(s) tende a zero. Como
resultado, temos

DND−1, para ω < 10−3 (3.12a)
DND−1 + J̃(s)G ≈

DND−1 + jG, para ω ≥ 10−3. (3.12b)

O bloco G, relacionado às incertezas reais paramétricas e responsável por inserir um
maior grau de liberdade na minimização, acaba sendo desprezado nas frequências abaixo
de 10−3 rad/s. Como consequência, (3.12a) representa uma síntese complexa, onde as
incertezas reais paramétricas são tratadas como incertezas complexas. Isso significa que o
controlador sintetizado resulta de duas sínteses simultâneas, uma complexa em frequências
abaixo de 10−3 rad/s e outra real/mista em frequências acima de 10−3 rad/s.

Conforme variamos os parâmetros do controlador aumentado, o valor de ‖DND−1 +
J̃(s)G‖∞ também se altera. Nesse sentido, a técnica de otimização não diferenciável irá
variar tais parâmetros até que essa norma atinja um valor mínimo. Infelizmente, essa
minimização não é convexa o que pode nos levar com frequência a mínimos locais. Para
amenizar esse problema, utilizaremos repetidamente essa mesma rotina de minimização,
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FIG. 3.9: Diagrama de Bode do filtro passa-altas

porém partindo-se de condições iniciais diferentes, o que nos leva a atingir um número
maior de mínimos locais, o que, por sua vez, aumenta a probabilidade de atingirmos o
menor valor possível, ou seja, o mínimo global. Obviamente, isso tem um preço: o tempo
de execução do algorítimo computacional aumentará conforme for o número de condições
iniciais.

Algumas características desse método de síntese, consequências da técnica de otimi-
zação não diferenciável, são:

1) A ordem e a estrutura do controlador K são escolhidas previamente, assim como
a ordem dos multiplicadores D e G. Isso possibilita a síntese de controladores
estruturados de baixa ordem, o que é uma característica atrativa para o processo
de fabricação de controladores.

2) Com relação aos multiplicadores, não há a necessidade de que eles sejam estabilizan-
tes. Também não há a necessidade de ajuste de curvas, como acontecia na iteração
D −G−K.

3) O controlador e os multiplicadores são obtidos simultaneamente, uma vez que com-
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põem o mesmo controlador estruturado aumentado.

FIG. 3.10: Diagrama de Bode de J̃(s)

Aumentar a ordem de K,D e G significa oferecer um maior grau de liberdade ao
sistema o que possibilitará uma diminuição da norma, objeto da síntese. Entretanto,
novamente paga-se o mesmo preço por isso: aumento no tempo de execução do algorítimo.
Essa relação de custo benefício será melhor visualizada em aplicações numéricas, objeto
do próximo capítulo. Além disso, quanto maior a dimensão do espaço paramétrico, maior
a incidência de mínimos locais.
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4 APLICAÇÕES NUMÉRICAS

São apresentados 6 exemplos numéricos de síntese de controlador robusto nos quais se
aplicam as técnicas apresentadas no capítulo anterior. Tais exemplos são:

1) Planta Levemente Amortecida (APKARIAN, 2011).

2) Massa-Mola-Amortecedor (BARROS, 2005).

3) Míssil (WISE, 1990).

4) Integrador Duplo (YOUNG, 1994).

5) Massa-Mola (ROTEA, 1994).

6) Míssil (PELLANDA, 2001).

As técnicas constante nos exemplos visam minimizar o pico do valor singular estrutu-
rado na frequência, ou seja, têm por objetivo:

min
K

[max
ω

(µ(ω))].

Entretanto, para simplificar a notação, evitaremos explicitar a frequência. Como con-
sequência, os termos µ e max

ω
(µ(ω)) serão intercambiados indiscriminadamente, de ma-

neira que o contexto irá dizer se estamos nos referindo a um valor pontual na frequência
ou ao valor de pico.

Cada exemplo é composto basicamente de uma planta com incertezas reais e de blocos
dinâmicos de ponderação, que representam especificações de desempenho no domínio da
frequência. Dessa forma, sintetizaremos controladores pelo uso de diferentes métodos
e realizaremos comparações em dois aspectos: nível de desempenho robusto, que será
verificado pela análise µ e ordem do controlador.

Essas comparações serão apresentadas em tabelas, onde usaremos a seguinte padroni-
zação:

• As colunas D,G e K referem-se às ordens dos multiplicadores e do controlador,
respectivamente.
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• A coluna µ se refere à análise µ do sistema em malha fechada conectado ao contro-
lador sintetizado pela técnica em questão. Tal análise é baseada no limite superior
(2.36).

• A coluna max
ω

σ̄ (D + jG) utiliza o valor exato de j e tem por objetivo mostrar a
distância entre a análise µ e o limite superior da Síntese DjG, que utiliza (3.11b).

• A coluna ωp refere-se à frequência em rad/s onde σ̄
(
DND−1 + J̃(s)G

)
é máximo e

tem por finalidade verificarmos situações onde ocorre (3.12a).

• A coluna µ|
G=0 refere-se a uma análise µ também baseada no limite superior (2.36),

só que aplicada em um sistema que foi resultado de uma Síntese D, ou seja, fazendo-
se G = 0. Tal síntese é por natureza uma síntese complexa e tem por objetivo
mostrar o quanto se perde em robustez quando desprezamos a informação da fase
nos parâmetros reais incertos.

Quanto menor for o valor de µ e a ordem do controlador, melhor será a técnica usada.
Entretanto, em alguns casos, a comparação de técnicas depende de qual aspecto é mais
relevante uma vez que pode ocorrer de uma determinada técnica obter um valor de µ
reduzido às custas de uma elevada ordem do controlador, ao passo que outra técnica
poderá obter o contrário.

4.1 PLANTA LEVEMENTE AMORTECIDA (APKARIAN, 2011)

O exemplo tratado nesta seção refere-se a uma planta incerta nominalmente instável
com incertezas paramétricas, cuja função de transferência é descrita por (4.1)

G(s, δ) = s2 + 2ζωns+ ωn
2(1 + δ1)

s2 − 2ζωns+ ωn2(1 + δ2) , (4.1)

onde δ1 e δ2 são parâmetros reais incertos e ωn = 1, ζ = 0, 2. Tal descrição é típica de
modos levemente amortecidos, com frequência natural incerta, e pode ser rearranjada no
formato LFT da FIG. 4.1.

Note que este exemplo possui somente incertezas reais paramétricas e não há canais
de desempenho z, w. Isso significa que o controlador a ser sintetizado terá por objetivo
somente a robustez em estabilidade. Entretanto, a planta possui um problema específico:
se os parâmetros incertos δ1 e δ2 forem iguais a −1, ocorrerá um cancelamento de uma
pólo instável em s = 0. Como consequência, haverá um modo instável não observável,
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FIG. 4.1: Modelo LFT da planta levemente amortecida

o que invibializa a estabilização da planta para qualquer controlador adotado. Por esse
motivo, a margem paramétrica, que neste caso pode ser representada por σ̄(∆), deverá
sempre ser menor que 1. Assim, o controlador que atinge o maior nível de robustez será
aquele em que a menor incerteza desestabilizante tenha norma 1. Isso é equivalente a
dizer que, nesse problema, µ ≥ 1.

A TAB. 4.1 apresenta a análise µ para controladores obtidos por diferentes métodos.

TAB. 4.1: Análise da estabilidade robusta da planta levemente amortecida em malha
fechada

Iteração
D−G−K (APKARIAN, 2011) Síntese DjG

µ K µ K µ max
ω

σ̄ (D + jG) K ωp µ|
G=0

1.22 26 1.0 0 1.0 1.57 0 0.79 1.0

Verifica-se, portanto, que tanto a síntese (APKARIAN, 2011), quanto a síntese DjG
conseguiram maximizar a margem paramétrica com um controlador composto simples-
mente por um ganho estático, ou seja, de ordem zero. Assim, para este exemplo específico
e a despeito de outros critérios, ambas as técnicas são similares e preferíveis à iteração
D −G−K, que obteve uma margem paramétrica menor

(
1

1.22 = 0.82
)
.
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4.2 MASSA-MOLA-AMORTECEDOR (BARROS, 2005)

Este exemplo apresenta um problema de controle de um sistema composto por duas
massas conectadas conforme a FIG. 4.2. A mola k2 e o amortecedor b2 estão fixados em
uma parede e conectados à massa m2. A massa m2 também está conectada à massa m1

por meio da mola k1 e do amortecedor b1. A massa m2 é afetada por uma força ruidosa f2.
O sistema é controlado via força f1, agindo na massa m1. O valor nominal dos parâmetros
do sistema são m1 = 1 Kg, m2 = 2 Kg, k2 = 1 N/m, b1 = b2 = 0.05 N.s/m, e k1 = 2 N/m.

FIG. 4.2: Sistema massa-mola-amortecedor

Nosso objetivo de projeto é usar a força de controle f1 para atenuar os efeitos da força
ruidosa f2 na posição da massa m2. A força f1 não age diretamente na massa m2, mas por
meio da rigidez da mola k1. Dessa forma, qualquer incerteza em k1 tornará o problema
de controle mais difícil. O problema de controle é formulado como se segue (vide FIG.
4.3):

• O controlador mede a posição da massam2 e aplica a força de controle f1 Entretanto,
no sensor existe um ruído Wn, que é modelado como uma constante de valor 0.001.

• O comando do atuador é penalizado por um fator de 0.1 em baixas frequências e
por um fator de 10 em altas frequências (filtro Wu = 10(s+10)

s+1000 ).

• O filtro de 1a ordem Wdist = 0,25
s+0,25 modela a força ruidosa f2.

• O objetivo de desempenho é atenuar a perturbação na posição da massa m2 por um
fator de 80 abaixo de 0.1 rad/s (Wp = 8

s+0,1).

Dessa forma, será usada a seguinte estrutura para a síntese do controlador:
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FIG. 4.3: Interconexão para síntese do controlador do sistema massa-mola-amortecedor

A constante de elasticidade da mola é um parâmetro incerto. Seu valor nominal é 2
e pode variar entre 1.2 e 2.8 (1.2 ≤ k1 ≤ 2.8). Além disso, existe um atraso máximo no
atuador f1 de 0.06 segundos (τ ≤ 6 s). Um atraso no tempo equivale a uma exponencial
na frequência, o que pode ser modelado conforme a FIG. 4.4.

FIG. 4.4: Representações equivalentes para o atraso τ

Entretanto, isso resultaria em uma representação em espaço de estado de dimensão
infinita. Para solucionar esse problema, iremos negligenciar esse atraso e inserir uma
incerteza complexa δc(s) com tamanho limitado em 1 e ponderada por WI(s) = 2, 6 s

s+40

(FIG. 4.5).

FIG. 4.5: Representação incerta para o atraso τ
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A FIG. 4.6 mostra que o modelo incerto “cobre” o modelo real na medida em que
variamos a incerteza complexa δc(s).

FIG. 4.6: Diagrama de Bode para dinâmica não-modelada do atraso

A representação em espaço de estado A, B, C e D da planta é dada por:

A =



0 0 1 0
0 0 0 1
− k1
m1

k1
m1

− b1
m1

b1
m1

k1
m2

−k1+k2
m2

b1
m2

− b1+b2
m2

 ,

B =



0 0
0 0
1
m1

0
0 1

m2

 , C =
[
0 1 0 0

]
e D =

[
0 0

]
.

onde as posições z1 e z2 e as velocidades ż1 e ż2 formam o vetor de estados nesta sequência.
A saída da planta é dada por z2.

A partir desses dados, é possível representar o modelo incerto na forma da FIG. 2.1 e,
então, realizar a síntese do controlador. Entretanto, a técnica (APKARIAN, 2011) não se
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aplica em modelos onde mc +mC > 1, ou seja, onde existem mais de um bloco complexo.
Neste exemplo, existem dois blocos complexos: um referente à negligência do atraso τ e
outro referente às especificações de desempenho.

A TAB. 4.2 apresenta alguns resultados. Nela, podemos verificar que, na Síntese DjG,
aumentar a ordem do controlador a partir de 10 não trás melhoras significativas para a
robustez. Além disso, as ordens constantes na última linha da tabela ocasionaram um
tempo elevado de processamento. Isso ocorre pois ordens elevadas aumentam o número
de parâmetros sintonizáveis e também o número de mínimos locais. Este último fator
resulta na necessidade de executar o algoritmo de forma recursiva, onde os parâmetros
são inicializados várias vezes com valores diferentes, o que piora ainda mais o tempo de
processamento. O mesmo não ocorre na iteração D −G−K, que obteve o melhor nível
de robustez, embora às custas de um controlador de ordem 30.

TAB. 4.2: Análise do desempenho robusto do sistema massa-mola-amortecedor em malha
fechada

Ordem Iteração
D−G−K Síntese DjG

D G µ K µ max
ω

σ̄ (D + jG) K ωp µ|
G=0

1 1 1.97 12 1.18 1.18 6 0.10 1.22
2 2 1.68 18 1.09 1.10 6 1.85 1.12
3 3 1.08 22 1.05 1.06 7 0.06 1.09
4 4 1.01 28 1.01 1.02 7 2.09 1.1
5 5 0.98 32 1.02 1.03 8 21.3 1.09
4 2 1.04 26 1.00 – 10 – –
4 6 0.93 30 0.99 – 30 – –

Neste exemplo fica claro, portanto, que a Síntese DjG é vantajosa para estruturas de
síntese de ordens reduzidas e menos eficiente para ordens elevadas.

4.3 MÍSSIL ASSIMÉTRICO (WISE, 1990)

A FIG. 4.7 apresenta um esquema simplificado de um míssil assimétrico, onde as variá-
veis (p, q, r) representam, respectivamente, as variações angulares dos eixos de rolagem,
arfagem e guinada. Tais eixos encontram-se fixados ao corpo do míssil, e as variáveis
(φ, θ, ψ) são as respectivas integrais de (p, q, r). Trata-se de um míssil do tipo BTT (do
inglês Bank-To-Turn), ou seja, “incline para virar”. Isso significa que para o míssil fazer
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uma curva, por exemplo para a direita, ele primeiro deverá realizar uma rotação +φ se-
guida de uma outra +θ. São necessários, portanto, dois controladores para realizar tal
movimento, entretanto, iremos nos concentrar somente na síntese do controlador relativo
ao eixo de arfagem, o qual irá controlar a aceleração normal, que está na direção do eixo
w.

FIG. 4.7: Diagrama físico do míssil (WISE, 1988)

Foi dado em (WISE, 1988) um sistema de controle de vôo longitudinal, conforme mos-
trado na FIG. 4.8, onde a matriz de transferênciaK(s) descreve a dinâmica do controlador,
sendo descrito pela seguinte representação em espaço de estado:

Ac =
 0 0
Kqaq 0

 , Bc =
 Kaaz 0
KaKqaq Kqaq


Cc =

[
Kq 1

]
, Dc =

[
KaKq Kq

]
,

onde K(s) = Cc(sI −Ac)−1Bc +Dc. As entradas do controlador são a aceleração normal
comandada menos a aceleração normal medida, e o negativo da taxa de arfagem q. A saída
do controlador é a deflexão comandada da aleta δc (rad). Os parâmetros do controlador
são Ka = −0.0015, Kq = −0.32, az = 2.0 e aq = 6.0.

Na forma de espaço de estado, conforme (WISE, 1990), a dinâmica longitudinal do
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FIG. 4.8: Estrutura de controle longitudinal em malha fechada (WISE, 1990)

corpo rígido do míssil em malha aberta possui a seguinte representação:

A =



Zα 1 Zδ 0
Mα 0 Mδ 0
0 0 0 1
0 0 −ω2 −2ζω

 , B =



0
0
0
ω2



C =
V Zα 0 V Zδ 0

0 1 0 0



,

onde G(s) = C(sI − A)−1B. Os estados desse modelo são α, q, δ e δ̇ (ângulo de ataque,
taxa de arfagem, deflexão da aleta e sua derivada, respectivamente). As saídas da planta
são a aceleração normal Az (ft/s2) e a taxa de arfagem q (rad/s).

Essa aerodinâmica foi linearizada sobre um ângulo de ataque de 16o, Mach 0.8 e
altitude de 4000 ft. O míssil é instável em malha aberta, tendo os seguintes parâmetros
incertos:

Zα = −1.3046 (1 + δr) 1/s

Zδ = −0.2142 (1 + δr) 1/s

Mα = 47.7109 (1 + δr) 1/s2

Mδ = −104.8346 (1 + δr) 1/s2,

onde δr ∈ R e |δr| ≤ 1. Os outros parâmetros, considerados conhecidos, são a velocidade
do míssil V = 886.78 ft/s, coeficiente de amortecimento do atuador ζ = 0.6 e frequência
natural do atuador ω = 113 rad/s.
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A função de transferência em malha aberta do sistema é

G(s) =


ω2V (Zδs2 + ZαMδ − ZδMα)

(s2 − Zαs−Mα)(s2 + 2ζωs+ ω2)
ω2(Mδs+MαZδ −MδZα)

(s2 − Zαs−Mα)(s2 + 2ζωs+ ω2)

 .
Note que a função de transferência da aceleração contém um zero no semi-plano da direita.

Em (WISE, 1990) não foram definidas especificações de desempenho. Por essa razão
iremos, inicialmente, realizar a Síntese DjG, visando somente a estabilidade robusta. A
estrutura do controlador a ser sintetizado será idêntica à do controlador da FIG. 4.8. A
TAB. 4.3 apresenta um comparativo entre a estabilidade robusta obtida com a Síntese
DjG e a obtida com o controlador fornecido.

TAB. 4.3: Análise da estabilidade robusta do sistema míssil assimétrico em malha fechada

(WISE, 1988) Síntese DjG
µ K µ max

ω
σ̄ (D + jG) K D G ωp µ|

G=0

1.68 2

1.25 1.41 2 0 0 0.24 1.28
1.24 1.29 2 1 1 0.94 1.24
1.24 1.24 2 2 2 1.4 1.24
1.24 1.27 2 3 3 0.71 1.24
1.24 1.25 2 4 4 0.01 1.24
1.24 1.25 2 5 5 0.01 1.24

Note que o nível de estabilidade robusta do sistema com o controlador obtido pela Sín-
tese DjG é melhor. Na TAB. 4.3, verificamos que utilizando por exemplo multiplicadores
de ordem 1, obtivemos uma melhor robustez que o controlador de (WISE, 1988), resul-
tando em µ = 1.24. Neste caso, a Síntese DjG ajustou os parâmetros do controlador para
os seguintes valores: Ka = −5.5308 × 10−10, Kq = −0.5470, az = 0.4793 e aq = 11.8962.
Entretanto, não sabemos ao certo se o controlador de (WISE, 1988) cumpre algum requi-
sito de desempenho robusto às custas de uma diminuição do nível de estabilidade robusta.
Assim, na tentativa de realizarmos uma comparação mais justa, iremos inserir também es-
pecificações de desempenho. Para isso, vamos primeiramente levantar o gráfico da função
sensibilidade S(s) do sistema nominal em malha fechada com o controlador de (WISE,
1988). Tal função é uma boa representação de desempenho no domínio da frequência, e
pode ser obtida pela transferência de Azc para o erro e, localizado na entrada do primeiro
bloco do controlador, conforme a FIG. 4.8. Após isso, insere-se um canal de desempenho,
conforme a FIG. 4.9, onde W (s) = S−1(s).
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FIG. 4.9: Estrutura de controle com canal de desempenho para o míssil assimétrico

A TAB. 4.4 apresenta um comparativo entre o nível de desempenho robusto obtido
pelo controlador (WISE, 1988) e o obtido com a Síntese DjG, mantendo-se a mesma
estrutura do controlador. Nesse caso, o valor singular estruturado é maior que o obtido
na TAB. 4.3, uma vez que a síntese do controlador possui um menor grau de liberdade,
pois visa também o cumprimento de requisitos de desempenho mesmo na presença de
incertezas.

TAB. 4.4: Análise do desempenho robusto do sistema míssil assimétrico em malha fechada

(WISE, 1988) Síntese DjG
µ K µ max

ω
σ̄ (D + jG) K D G ωp µ|

G=0

2.03 2

2.00 2.18 2 0 0 0.94 2.04
1.99 2.16 2 1 1 10.6 2.02
2.02 2.15 2 2 2 1.52 2.01
1.92 2.02 2 3 3 1.59 2.01
1.91 1.96 2 4 4 2.61 2.00
1.92 1.96 2 5 5 71.3 2.01

Analisando a TAB. 4.4, verificamos que o melhor nível de robustez obtido resultou em
µ = 1.91. Neste caso, Ka = −0.0019, Kq = −0.3521, az = 1.2358 e aq = 9.0289. Ainda
assim, o nível de robustez obtido pela síntese DjG foi ligeiramente menor que o obtido
com o controlador fornecido em (WISE, 1988), o que sujere que este controlador fornecido
também foi projetado visando robustez.

É possível obtermos um valor de µ menor retirando-se as restrições na estrutura do
controlador, entretanto tal estrutura pode ser uma limitação na fabricação do controlador,
e assim não teria sentido desprezar tais restrições.

59



4.4 INTEGRADOR DUPLO (YOUNG, 1994)

O exemplo a seguir trata de um modelo simplificado motivado pela dinâmica de uma
cabeça de leitura e gravação de um disco rígido. Tal modelo pode ser aproximado, em
baixas frequências, pela função de transferência

P̃ (s) = kp
s2 .

Para altas frequências (ω > ω0), as dinâmicas da planta são incertas devido aos modos
oscilatórios de ordens elevadas. Assume-se que o ganho da planta é um parâmetro incerto
com variação

kmin < kp < kmax,

onde a razão de kmax para kmin pode ser tão grande quanto 100. Para facilitar a com-
paração de técnicas de síntese diferentes, utilizaremos os valores ω0 = 100 rad/s e
kmin = 0.1, kmax = 10, que são valores não muito realistas fisicamente. Entretanto, isso não
representa um problema quando estamos interessados somente em realizar comparações
de técnicas.

O objetivo da síntese é projetar um controlador fixo (dinamicamente) de maneira que
a resposta em malha fechada seja invariante às variações do ganho da planta e seja tão
rápida quanto possível, com um nível tolerado de ultrapassagem. Também queremos
que o esforço do controlador não seja muito alto, além de decair a valores desprezíveis
para frequências acima de ω0, onde o modelo das dinâmicas da planta se torna incerto.
Para isso, o controlador K deverá cumprir certas especificações de desempenho para toda
variação do ganho incerto. Tais especificações são representadas por restrições na função
sensibilidade e sensibilidade complementar.

Dessa forma, considere a interconexão de realimentação da FIG. 4.10, onde a planta
incerta é dada por

P̃ (s) = 1
s2 (5.05 + 4.95δr),

onde o parâmetro δr ∈ R é uma incerteza real paramétrica. Note que isso consiste em um
integrador duplo com incerteza no ganho, isto é, P̃ (s) = kp

s2 onde kp varia, e o problema é
normalizado de tal forma δr ∈ [−1 1] implica em 0.1 ≤ kp ≤ 10.

É desejável controlar essa planta para qualquer valor de ganho kp no intervalo acima.
O requisito de desempenho é maximizar a largura de banda do sistema em malha fechada,
com um nível tolerável de sensibilidade. Como consequência, isso maximiza a velocidade
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FIG. 4.10: Estrutura de controle com canal de desempenho para o sistema integrador
duplo

da resposta ao degrau para um nível tolerado de overshoot. Ao mesmo tempo, a ação de
controle não deve ser muito alta, e o projeto deve funcionar para todo valor permitido de
kp.

Para atingir esses objetivos, a planta foi colocada na estrutura de síntese da FIG. 4.10.
A ideia é, portanto, utilizar ponderações na sensibilidade e na sensibilidade complementar
e minimizar a norma da função de transferência resultante. Assim, as ponderações dadas
em (YOUNG, 1994) que refletem tais critérios de desempenho são:

WS1 = WS2 = 0.03
s+ 0.05

WT1 = WT2 = 5(s+ 0.001)
s+ 5 .

Para as sínteses (APKARIAN, 2011) e DjG foram utilizadas 20 condições iniciais dis-

TAB. 4.5: Análise do desempenho robusto do sistema integrador duplo em malha fechada

Ordem Iteração
D−G−K (APKARIAN, 2011) Síntese DjG

D G µ K µ K µ max
ω

σ̄ (D + jG) K ωp µ|
G=0

1 1 1.80 8 1.39 6 1.35 1.37 6 0.19 1.46
2 2 1.61 12 1.15 6 1.33 1.33 6 0.36 1.41
3 3 1.72 14 1.24 7 1.31 1.31 7 0.05 1.41
4 4 1.53 16 1.25 7 1.32 1.33 7 2.31 1.41
5 5 1.53 18 1.25 8 1.33 1.33 8 0.38 1.41

tintas, sendo que aquele método demandou em média um tempo de processamento 2
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vezes maior em relação a este. Analisando a TAB. 4.5, verificamos que o valor de
max
ω

σ̄ (D + jG) foi praticamente igual ao valor obtido na análise µ. Com relação ao
nível de robustez, a técnica (APKARIAN, 2011) foi a que apresentou o melhor resultado
para ordens D,G > 1.

4.5 MASSA-MOLA (ROTEA, 1994)

Considere o sistema da FIG. 4.11, composto por duas massas conectadas por uma
mola, onde os parâmetros incertos são a constante da mola k ∈ [0.94 1.06] N/m e a massa
m2 ∈ [0.46 0.54] Kg. A massa m1 é um parâmetro conhecido com valor 1 Kg. A força de
controle f1 e a perturbação f2 agem na massa m1, e o sensor mede a posição x2 da massa
m2. Em (ROTEA, 1994) os parâmetros incertos variam com o tempo, entretanto, iremos
considerá-los fixos e com valores diferentes, o que não afeta a comparação das técnicas.

FIG. 4.11: Sistema massa-mola

A planta incerta possui a seguinte representação A, B, C e D em espaço de estado:

A =



0 0 1 0
0 0 0 1
− k
m1

k
m1

0 0
k
m2

− k
m2

0 0

 ,

B =



0
0
1
m1

0

 , C =
[
0 1 0 0

]
e D =

[
0 0

]
.

onde as posições das massas m1 e m2, respectivamente x1 e x2, e as velocidades ẋ1 e ẋ2

formam o vetor de estados nesta sequência. A saída da planta é dada por x2.
O problema de controle será regular a posição x2, sem que haja excessiva potência

do atuador. Conforme (ROTEA, 1994), w1 é a perturbação normalizada na entrada,
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sendo ponderada pela constante αd = 0.1, e w2 é o ruído normalizado de medida, sendo
ponderado pela constante αv = 0.1. Tais sinais representam as entradas do canal de
desempenho, ao passo que a posição x2 e a força f1 representam sinais de saída desse
canal de desempenho, sendo representados por z1 e z2. A FIG. 4.12 apresenta a estrutura
de controle.

FIG. 4.12: Estrutura de síntese de controle para o sistema massa-mola

A TAB. 4.6 apresenta os resultados.

TAB. 4.6: Análise do desempenho robusto do sistema massa-mola em malha fechada

Ordem Iteração
D−G−K (APKARIAN, 2011) Síntese DjG

D G µ K µ K µ max
ω

σ̄ (D + jG) K ωp µ|
G=0

1 1 0.65 8 0.58 3 0.55 0.56 3 0.63 0.6
2 2 0.63 20 0.63 3 0.54 0.55 3 0.51 0.6
3 3 0.65 20 0.59 4 0.54 0.54 4 0.78 0.6
4 4 0.62 38 0.63 4 0.54 0.55 4 9.77 0.6
5 5 0.59 34 0.59 5 0.54 0.54 5 1.96 0.6

Neste exemplo, o tempo de processamento do método (APKARIAN, 2011) foi em
média praticamente igual à Síntese DjG, sendo que este último obteve melhor robustez.
Além disso, esses dois métodos possibilitaram a obtenção de controladores de ordens
reduzidas, além de uma robustez melhor que a da iteração D −G−K.
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4.6 MÍSSIL AR-AR (PELLANDA, 2001)

A FIG 4.13 apresenta um esquema longitudinal de um míssil do tipo “controle na
cauda” cujo objetivo é acompanhar uma aceleração normal de referência ηc(t), através
de uma deflexão do profundor δ(t). Embora haja variações na posição do centro de
gravidade e do centro de pressão, devido ao consumo de combustível, velocidade e ângulo
de ataque, eles normalmente se localizam conforme a figura, o que garante que o míssil
tenha a manobrabilidade adequada. Entretanto, isso torna a planta instável por natureza,
demandando, portanto, um controlador que a estabilize, além de cumprir as especificações
de desempenho.

FIG. 4.13: Diagrama físico do míssil ar-ar (PELLANDA, 2001)

4.6.1 MODELO NÃO LINEAR

O modelo não-linear do míssil e a dinâmica do atuador encontram-se em (REICHERT,
1992; NICHOLS, 1993)

α̇

q̇

δ̇

δ̈

 =



Zα 1 Zδ 0
Mα 0 Mδ 0
0 0 0 1
0 0 −ωa2 −2ζωa





α

q

δ

δ̇

+



0
0
0
−ωa2

 δc

η
q

 =
Nα 0 Nδ 0

0 1 0 0




α

q

δ

δ̇



, (4.2)
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onde:
Zα = Kα M cosα [anα2 + bn|α|+ cn(2− M

3 )]

Zδ = Kα M cosα dn

Mα = Kq M
2 [amα2 + bm|α|+ cm(−7 + 8M

3 )]

Mδ = Kq M
2 dm

Nα = Kz M
2 [anα2 + bn|α|+ cn(2− M

3 )]

Nδ = Kz M
2 dn.

(4.3)

Os estados α(t), q(t), δ(t) e δ̇(t) correspondem respectivamente ao ângulo de ataque
(em o), à velocidade angular em arfagem (em o/s), ao ângulo de deflexão do profundor
(em o) e a sua derivada (em o/s). A aceleração normal vertical η(t) (em g) e a velocidade
angular em arfagem q(t) são as saídas medidas, enquanto que δc(t) representa o ângulo
comandado para o profundor da cauda.

Para simulações em regime não estacionário à velocidade variável, a trajetória do
número de Mach M(t) em função do tempo é gerada por

Ṁ = 1
vs

[−|η| sen(|α|) + AxM
2cos(α)], (4.4)

que é um perfil de velocidade bem realista.
O modelo não linear (4.2)-(4.4) representa um míssil voando a uma altitude de 2000

ft. Note que ele é completamente caracterizado pela variável externa M(t) e pelo ângulo
de ataque α(t), responsável pela não-linearidade. Além disso, esse modelo é simétrico em
relação a α = 0. Os valores numéricos e descrições das constantes estão listados a seguir:

Kα = 0, 7P0
180S
πmvs

, Kq = 0, 7P0
180Sd
πIy

Kz = 0, 7P0
S

mg
, Ax = 0, 7P0

180SCa
m

P0 = 973, 3 lbs/ft2 − pressão estática a 20.000 ft

S = 0, 44 ft2 − superfície de referência

m = 13, 98 slugs−massa

vs = 1036, 4 ft/s− velocidade do som a 20.000 ft

d = 0, 75 ft− diâmetro
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Iy = 182, 5 slug.ft2 −momento de inércia em arfagem

Ca = 0, 3− coeficiente de arrasto

ζ = 0, 7− fator de amortecimento do atuador

ωa = 150 rad/s− frequência natural não-amortecida do atuador

g = 32, 2 ft/s2 − constante de gravidade

an = 0, 000103graus−3, am = 0, 000215graus−3

bn = −0, 00945graus−2, bm = −0, 0195graus−2

cn = −0, 1696graus−1, cm = 0, 051graus−1

dn = −0, 034graus−1, dm = −0, 206graus−1.

4.6.2 MODELO LFT

De acordo com (PELLANDA, 2001), e considerando que

α(t) ∈ [αmín, αmáx] ∀t ≥ 0

M(t) ∈ [Mmín,Mmáx] ∀t ≥ 0

Tα = αmín + αmáx

2 , Sα = αmáx − αmín

2
TM = Mmín +Mmáx

2 , SM = Mmáx −Mmín

2 ,

(4.5)

o modelo do míssil descrito na Subseção 4.6.1 pode ser aproximado por uma LFT superior
Fu(G(s),∆(θ)) conforme a FIG. 4.14, onde G(s) é o sistema LTI englobando o corpo rígido
do míssil G′(S) e as matrizes reais

T =
TαI6 0

0 TMI6

 e S =
SαI6 0

0 SMI6

 ,
que correspondem respectivamente a uma translação e a uma mudança de escala neces-
sárias para se obter o bloco normalizado

∆(θ(t)) =
θα(t)I6 0

0 θM(t)I6

 .
onde θα = |α(t)|−Tα

Sα
e θM = M(t)−TM

SM
. Note que (4.5) implica em

|θα(t)| ≤ 1, ∀t ≥ 0
|θM(t)| ≤ 1, ∀t ≥ 0
Tα, Sα, TM e SM > 0.
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FIG. 4.14: Representação LFT para o míssil ar-ar

Além disso, podemos aproximar cos(α) para 1 − α2/2, o que causa um erro máximo de
0.36% nos casos em que |α| ≤ 30o. Dessa forma, G′(s) fica com a seguinte representação:

G′(s) =
Cθ
Cg

 (sI − Ag)−1
[
Bθ Bg

]
+
Dθθ Dθg

Dgθ Dgg

 , (4.6)

com o vetor de estados xg = [α q δ δ̇ ]T , e com as seguintes matrizes de representação em
espaço de estado:

Ag =



0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −ωa2 −2ζωa

 ,

Bθ =



0 0 0 0 0 0 Kα 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 Kq 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

, Bg =



0
0
0
ωa

2

,
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Cθ =



2bnsign(α) 0 0 0
3an − 2Kπ(3cn − 7cmdn/dm) 0 −dnKπ 0

1 0 0 0
2bmsign(α) 0 0 0
2bnsign(α) 0 0 0

2cn 0 dn 0
1 0 0 0
−7cm 0 dm 0

0 0 0 0
2cn 0 dn 0
0 0 0 0



, Cg =


0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ,

Dθθ =



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 D28 0 0 0 0
0 0 0 D34 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 3am 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 3an 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 −cn/3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 8cm/3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 −cn/3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0



, Dθg =



0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0



,

Dgθ =


0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Kz

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

, Dgg =


0
0
0

,

onde Kπ = π2

2(180)2 , D28 = Kπ
3 (3cn + 16cm dn/dm) e D34 = Kπ(−5an + 2am dn/dm).

O sistemaG(s) é então determinado pelas interconexões e valores numéricos. O modelo
LFT foi validado em (PELLANDA, 2001).
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4.6.3 ESPECIFICAÇÕES DE DESEMPENHO E ESTRUTURA DE SÍNTESE

A faixa de operação do ângulo de ataque e velocidade são, respectivamente α ∈
[−30, 30] graus eM ∈ [2, 4] mach. As especificações de desempenho relativas à aceleração
normal, η, no domínio do tempo são: constante de tempo máxima de 0.35 s, overshoot
máximo de 10 % e erro em regime estacionário máximo de 1 %. Tais especificações serão
expressas através de funções de ponderações frequenciais.

A FIG. 4.15 apresenta a estrutura de síntese, onde o pré-compensador Wi(s) é usado
para bloquear variações rápidas do sinal de comando, evitando a saturação do atuador,
e função de ponderação We(s) penaliza o erro de referência em baixa frequência. Tais

FIG. 4.15: Estrutura de síntese de controle para o míssil ar-ar

ponderações foram obtidas de (PELLANDA, 2001) e estão descritas a seguir:

Wi(s) =


−14 | 1
− − −
14 | 0

 ,
e

We(s) =



−472, 38 917, 43 | −164, 68
−917, 43 −1078, 2 | −121, 66
− − − −

−164, 68 121, 66 | 0, 1112

 .

Para realizar a síntese do controlador, foram utilizados somente multiplicadores D,G
estáticos, ou seja de ordem 0. De acordo com (SHAMMA, 1994) isso é uma consequência
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de os parâmetros pertencentes ao bloco ∆ variarem no tempo. Essa característica não
ocorreu nos outros exemplos, onde embora os parâmetros pudessem estar dentro de um
intervalo finito, eles eram fixos, o que possibilitou o uso de multiplicadores dinâmicos.

A TAB. 4.7 apresenta os resultados. Nela não consta a iteração D − G − K, cujo
algoritmo foi desenvolvido especificamente para plantas incertas e não para plantas não-
lineares ou para modelos LFT, que são características deste último exemplo.

TAB. 4.7: Análise do desempenho robusto do sistema míssil ar-ar em malha fechada

Síntese DjG
µ max

ω
σ̄ (D + jG) K ωp µ|

G=0

1.54 1.62 4 4.13 1.55
1.55 1.61 8 5.46 1.54
1.53 1.60 16 4.43 1.55

Existe uma incoerência aparente na tabela: a síntese de um controlador de ordem 8
resultou em uma robustez menor que a de um controlador de ordem 4. Na verdade, foi
utilizado um número reduzido de condições iniciais, uma vez que a grande quantidade
de parâmetros incertos ocasionava um elevado tempo de processamento. Assim, se au-
mentássemos as condições iniciais da síntese do controlador de ordem 8, provavelmente
conseguiríamos atingir outros mínimos menores que resultaria em uma robustez melhor
que a do controlador de ordem 4.

4.7 ANÁLISE NUMÉRICA DA SÍNTESE DJG

No exemplo da Seção 4.2, sistema massa-mola-amortecedor, percebemos que ordens
elevadas na estrutura de síntese não estavam trazendo benefícios significativos para a
robustez, além de despenderem um tempo significativo de processamento. Por isso, faz-
se necessária uma análise do comportamento do valor singular estruturado obtido pela
Síntese DjG e do tempo de processamento em função da ordem dos blocos parametrizados
constantes na estrutura de síntese. Para isso, iremos utilizar os exemplos das seções 4.2,
4.4 e 4.5 que se referem respectivamente ao sistema massa-mola-amortecedor, integrador
duplo e sistema massa-mola.

A ideia inicial era, para cada um desses exemplos, verificar o valor de µ para
[D G K ] = [0 0 0], [1 1 1], [2 2 2] . . . [10 10 10]. Entretanto, os exemplos integrador duplo
e massa mola precisam de controladores de no mínimo ordens 1 e 2, respectivamente,
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para estabilizar o sistema nominal. Portanto, nesses dois casos não podemos admitir, por
exemplo, [D G K ] = [0 0 0]. Por isso, nos exemplos integrador duplo e massa mola,
iremos verificar o valor de µ inicialmente para [D G K ] = [1 0 0] e [D G K ] = [2 0 0],
respectivamente e, em seguida, iremos aumentar a ordem de todos os blocos gradativa-
mente, verificando o comportamento do valor singular estruturado. Isso significa que o
próximo valor de µ a ser verificado será, nesses dois casos, para [D G K ] = [2 1 1] e
[D G K ] = [3 1 1] respectivamente. Já o exemplo massa-mola-amortecedor admite um
controlador de ordem zero estabilizante e, por isso, sua análise procederá de acordo com
a ideia inicial.

Além disso, para colocarmos o resultado dos três exemplos no mesmo gráfico, iremos
utilizar o valor de µ normalizado em porcentagem relativa ao valor inicial, onde os mul-
tiplicadores D,G possuem ordem zero. A FIG 4.16 apresenta o comportamento do valor
singular estruturado em função da ordem dos blocos multiplicadores e do controlador. O
algoritmo foi executado recursivamente para 100 condições iniciais diferentes.

FIG. 4.16: Comportamento de µ em função da ordem (D,G,K)

Analisando a FIG. 4.16, percebemos que o valor de µ decai bastante inicialmente,
conforme aumentamos a ordem dos blocos sintonizáveis. Entretanto, esse decaimento
cessa rapidamente de maneira que ordens acima de 4 não estão acrescentando vantagem
alguma. Além disso, ordens elevadas demandam um aumento significativo no tempo de
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processamento, conforme podemos verificar na FIG. 4.17.

FIG. 4.17: Tempo de processamento em função da ordem (D,G,K)

O exemplo da seção 4.1, planta levemente amortecida, não foi usado nesta análise,
pois a minimização do valor singular estruturado convergiu para o mínimo global já na
ordem 0 dos blocos D,G e K. O exemplo da seção 4.3, míssil assimétrico, também não
foi usado pois existe restrição na estrutura parametrizada do controlador. Finalmente,
o exemplo da seção 4.6, míssil simétrico, não foi usado nesta análise, pois a ordem dos
multiplicadores é fixa e igual a zero.
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5 CONCLUSÃO

A última seção do capítulo 3 representa a parte de maior relevância, uma vez que
contém o desenvolvimento do método de síntese proposto. Dentro desse método, a
aproximação do bloco complexo j para uma função de transferência a coeficientes re-
ais não degradou a precisão do limite superior do SSV, fato este que foi observado em
todas as aplicações numéricas, onde, para os blocos D,G,K resultantes, verificamos que
‖DND−1 + J̃(s)G‖∞ ≈ max

ω
σ̄ (DND−1 + jG).

Em vista do capítulo 4, concluímos que para os exemplos apresentados a Síntese DjG
é eficiente frente à técnica de iteração D − G − K quando são utilizados controladores
de ordem reduzida. Isso pode ser verificado nas tabelas comparativas, constante no final
de cada exemplo. Entretanto, os critérios de comparação foram somente a robustez e
a ordem do controlador, a despeito do tempo de processamento. Esse último critério
não foi objeto de comparação, pois na Síntese DjG utilizamos um número arbitrário de
condições diferentes de inicialização do algoritmo de minimização, o que levou a um tempo
de processamento arbitrário. A comparação de tempo de processamento só seria possível
se a Iteração D − G −K usasse um método de minimização que também precisasse ser
reinicializado em diferentes condições iniciais, o que não ocorre.

Já o método de síntese (APKARIAN, 2011) utiliza a mesma técnica de minimização,
o que permitiu a comparação desse critério. De fato, pudemos verificar que a Síntese DjG
também é eficiente frente a esse método nos aspectos de robustez, ordem do controlador
e tempo de processamento, além de ser uma técnica mais geral, pois também pode ser
aplicada em síntese mista onde o número de blocos complexos mc +mC é maior que 1.

Como a iteração D−G−K também resulta de uma minimização, uma possibilidade
a ser estudada seria substituir a minimização biconvexa desse método pela minimização
não diferenciável (APKARIAN, 2006b) e verificar se ocorrem melhoras no resultado.

Outro aspecto a ser estudado relativo ao algoritmo de minimização seria a possibilidade
de algumas condições iniciais serem abandonadas no início do processo de minimização,
levando-se em conta o valor inicial da norma H∞ e sua taxa inicial de decaimento. Isso
poderia economizar um tempo considerável de processamento, pois evitaria as frequen-
tes minimizações que, por partirem de condições iniciais desfavoráveis, atingem mínimos
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locais ineficazes. Talvez isso seria mais simples do que desenvolver algum método que
forneça as condições iniciais mais adequadas.
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