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RESUMO 

 

 

Um sistema de altitudes moderno permite a determinação de altitudes em relação ao datum 

vertical em todos os lugares de um país, empregando-se a tecnologia Global Navigation 

Satellite Systems (GNSS), associada a modelos que determinem os funcionais geoide ou 

quase-geoide . No contexto atual, a RAFB (Rede Altimétrica Fundamental do Brasil) não está 

referenciada ao geoide nem ao quase-geoide, isto é suas altitudes denominadas por normal-

ortométricas não possuem significado físico. Portanto este trabalho pretende analisar a 

aderência da RAFB em relação ao geoide (altitude ortométrica) e ao quase-geoide (altitude 

normal). Essa análise se dará tanto em nível nacional, quanto regional, indicando para os dois 

cenários as respectivas respostas obtidas. Para tal, serão utilizados os MGG’s (Modelos 

Globais Geopotenciais) EGM2008, EIGEN-6C4 e GOCE todos classificados como MGG’s 

combinados. Para o desenvolvimento desta dissertação, utilizaram-se como base de validação 

as 592 conexões SAT/RN, dispostas pelo Brasil e cedidos pelo IBGE, as quais serviram 

também para a determinação dos funcionais do campo de gravidade anomalia da altitude () e 

ondulação geoidal ( ). Dentro do contexto apresentado, também foi possível avaliar o 

MAPGEO2015 em relação aos outros MGG’s testados. Os resultados indicaram que o 

MAPGEO2015 é superior em termos de acurácia nas regiões Centro-Oeste, Norte e Sudeste e 

possui os piores resultados dentre os modelos testados para as regiões Nordeste e Sul. Em 

paralelo foram feitas as análises de aderência da RAFB de acordo com o critério 

semelhança/dessemelhança, o teste estatístico “T” e a análise da acurácia, realizando cada 

procedimento tanto para a análise nacional quanto para a regional. Os resultados encontrados 

no critério semelhança/dessemelhança e no teste “T” para a análise nacional indicaram uma 

tendência de proximidade da RAFB em relação ao geoide (altitude ortométrica), porém esta 

resposta não foi confirmada pela análise da acurácia. Já para a análise regional, a RAFB 

tendeu a ser mais aderente ao quase-geoide (altitude normal) nas regiões Norte, Centro-Oeste 

e Sul, mostrando que a altitude ortométrica não é totalmente representativa quando avaliada 

por regiões do Brasil.  
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ABSTRACT 
 

 

 

 

A modern altitudes system allows the determination of altitude in the vertical datum 

everywhere of a country, using the Global Navigation Satellite Systems technology (GNSS) 

associated with models that determine the geoid functional or quasi-geoid. In the current 

context, RAFB (Altimetric Network Fundamental of Brazil) is not referenced to the geoid or 

the quasi-geoid, ie their altitudes called for normal-orthometric dont have physical meaning. 

Therefore this study aims to examine the adherence of RAFB relative to the geoid 

(orthometric height) and the quasi-geoid (normal height). The analysis will be carried out both 

in national and regional level, indicating for both scenarios their replies. To this end, MGG's 

will be used (Global Models geopotential) EGM2008, EIGEN-6C4 and GOCE all classified 

as MGG's combined. For the development of this thesis, it was used as a validation based on 

the 592 SAT/RN connections arranged by Brazil and granted by the IBGE, which also served 

to determine the functional anormality severity of height field () and geoid ondulation (N). 

Inside the context presented, it was also possible to assess the MAPGEO2015 compared to the 

other tested MGG's. The results indicated that the MAPGEO2015 is higher in the Midwest, 

North and South and has the worst results among the models tested for the Northeast and 

South. In parallel it were made the RAFB adherence analysis according to the criterion 

similarity/dissimilarity, the statistical test "T" and the analysis accuracy by performing each 

procedure both for the national and regional examination. The results of the criterion 

similarity/dissimilarity and the test "T" for national analysis indicated a close trend RAFB 

relative to the geoid (orthometric height), but this response was not confirmed by the analysis 

of accuracy. As for the regional analysis, RAFB tended to be more adherence to the quasi-

geoid (normal height) in the North, Midwest and South, showing that the orthometric height is 

not fully representative when assessed by regions of Brazil. 
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1 INTRODUÇÃO 
 

 

 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 

 

Com o advento do posicionamento por satélites artificiais empregando-se os que 

compõem o GNSS (Global Navigation Satellite Systems), com destaque para a tecnologia GPS 

(Global Positioning System), os métodos geodésicos para determinação de coordenadas, ditos 

clássicos, foram quase que completamente substituídos. Os métodos clássicos normalmente 

tratam a componente vertical (e.g., altitude ortométrica) dissociada das componentes 

horizontais (e.g., coordenadas plano-retangulares e coordenadas geodésicas curvilineas) em 

termos de instrumentação e técnicas geodéscias. Atualmente, tem-se discutido a 

modernização do sistema de altitudes dos países onde o mesmo seja capaz de auxiliar os 

usuários GPS a determinarem altitudes ortométricas (ou altitudes normais) em qualquer 

ponto. Isso é possivel em uma visão moderna da geodésia, em que a mesma concentra-se na 

determinaçao geometrica, campo de gravidade, e rotação da Terra (FIG. 1.1) bem como 

variações temporais associadas. 

 

 

FIG.1 1 Os “três pilares da geodésia” e a possibilidade de integrar a rede de referência (Adaptado de TORGE, 

2001). 
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No contexto acima mencionado bem como da FIG. 1.1, o conhecimento do campo de 

gravidade terrestre é de fundamental importância para o uso do GPS em uma visão moderna 

da determinação de altitudes físicas. A utilização direta da altitude elipsoidal (ou altitude 

geodésica) possui poucas aplicações na engenharia e Ciências da Terra (e.g., monitoramento 

de estruturas, cálculo de volumes). Para aplicações relacionadas ao transporte e anomalias de 

massas (e.g., ciclo hidrológico) no sistema Terra, escoamentos de líquidos por gravidade, 

conexão de marégrafos para estudos do aumento do nível dos mares, entre outras aplicações, 

torna-se necessário uma altitude definida no espaço do geopotencial (e.g., FREITAS et al., 

2011). Neste sentido, é possível transformar a altitude elipsoidal (ou altitude geométrica) em 

altitude com significado físico, ou seja, em altitude normal (H
N
) ou em altitude ortométrica 

(H
O
), caso os modelos quase-geoidais ou geoidais, respectivamente, estejam disponíveis (e.g., 

FERREIRA, 2012). 

Porém, esta afirmativa não é válida para o contexto brasileiro. As altitudes que 

compõem a RAFB (Rede Altimétrica Fundamental do Brasil) não estão vinculadas ao geoide 

(altitudes ortométricas) e nem ao quase-geoide (altitudes normais). As altitudes da RAFB são 

altitudes do tipo normais-ortométricas, em que somente correções do não paralelismo das 

superfícies equipotenciais da Terra normal foram consideradas (LUZ, 2008). Assim, diante da 

falta de parâmetros que definem um sistema de altitudes moderno, ou seja, um sistema de 

altitudes efetivamente referenciado ao campo de gravidade terrestre, ficam em aberto as 

seguintes questões, as quais devem ser debatidas: 1) Desativar as atuais RN’s da RAFB, 

exigindo, portanto, nivelar o país novamente, porém associado com levantamentos 

gravimétricos; 2) Determinar um modelo geoidal (ou quase-geoidal) com precisão suficiente 

para substituir a técnica de nivelamento geométrico pela tecnologia GNSS associada aos 

dados da RAFB. 

Dentre as duas possibilidades apresentadas, a segunda tende a ser mais viável em um 

contexto de modernização do sistema de altitudes. No mais, visto o tamanho e dimensão 

territorial do Brasil, o tempo que seria gasto, recursos financeiros, dentre outros aspectos, a 

primeira opção não seria recomendada. No contexto da primeira opção, Luz (2008) discutiu a 

possibilidade de interpolar valores de gravidade, disponíveis através de várias bases de dados, 

em cada referência de nível (RN) da RAFB. Esta opção parece ser viável em áreas com boa 

cobertura de levantamentos gravimétricos, porém, existem muitas áreas com quantidade 

insulficiente de valores de gravidade. Apesar da falta de observações de gravidade associadas 
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com as medidas dos desníveis que compõem a RAFB, tem-se que reconhecer que as altitudes 

ortométricas-normal servem muito bem a comunidade técnica até o presente momento. 

Em longo prazo, pensando na possibilidade de utilizar o GNSS como uma tecnologia 

propícia a determinação de altitudes físicas quando combinada com modelos geopotenciais, 

será inevitável em um futuro próximo que ocorram melhorias na RAFB. Devido ao tamanho e 

a evolução temporal da RAFB, a mesma é suscetível a erros de todas as naturezas. Cita-se 

como exemplo, diferenças de aproximadamente 3,45 m entre as altitudes referidas aos data 

venezuelano e brasileiro (HERNÁNDEZ et al., 2002). Possíveis diferenças encontradas entre 

dois data verticais podem ser atribuídas com a época de observações dos níveis dos mares, 

condições locais pertinentes às costas onde os marégrafos se localizam, entre outras que 

produzem a chamada Topografia do Nível Médio dos Mares (TNMM, do inglês Sea Surface 

Topography, SST). Porém, globalmente a TNMM varia aproximadamente entre ± 2 m (FIG. 

1.2). Com base na FIG. 1.2, nota-se que a TNMM no Atlântico Sul está na ordem de 50 cm, o 

que torna ainda mais evidente a hipótese de erros grosseiros na RAFB (ou na rede altimétrica 

venezuelana), sendo este um erro grosseiro compatível com a impossibilidade de formação de 

circuitos na RAFB ao norte de Humaitá (LUZ, 2008).  

 

 

FIG.1 2 TNMM baseada nos dados Global Mean Dynamic topography (DNSC08) (O Autor, 2016). 

 

A grande heterogeneidade da rede, a falta de robustez, e consistência dos dados 

gravimétricos são fatores determinantes para que a RAFB não tenha condições para conexões 

com as redes verticais de outros países da América do Sul. Logo é de suma importância à 



 

22 

 

mobilização de esforços da comunidade técnica-científica no sentido de acelerar as questões 

que envolvem a modernização da RAFB. 

Uma solução para as questões de compatibilização de altitudes entre os países da 

América Sul e, para sanar muitos problemas internos da RAFB seria a utilização do número 

geopotencial. Segundo Vanicek, Krakiwsky (1986) existe um grande empecilho em sua 

adoção como descritor do posicionamento vertical, devido ao fato de sua unidade ser expressa 

em g.p.u. (gravity potential unit) ou m
2
/s

2
. Na tentativa de contornar o problema da não 

utilização do número geopotencial, surgem diferentes tipos de altitudes físicas, advindas da 

transformação do número geopotencial (C), para unidade de comprimento métrico, o que é de 

fácil utilização para diversos usuários dos sistemas de altitudes. De acordo com essa premissa, 

surge à necessidade de vincular a RAFB de forma consistente a uma altitude com real 

significado físico e, consequentemente, a uma superfície de referencia (geoide ou quase 

geoide). Por fim, digno de nota é o esforço da parceria IBGE/USP (Universidade de São 

Paulo) na determinação do modelo de ondulação geoidal para o Brasil ao longo dos anos, em 

que sua versão mais atual, MAPGEO2015 (IBGE, 2015), possui um desvio padrão de 0,17 m 

com relação a valores das conexões SAT/RNs. Luz, (2008) apresentou as comparações entre 

os desníveis da RAFB e os deníveis provenientes de altitudes fisicas (especificamente, 

ortométrica e normal) em que, os desnívies normais são mais próximos aos desníveis 

normais-ortométricos. Em um estudo conduzido no Estado do Paraná, Ferreira et al. (2011) 

concluíram que as altitudes normal-ortométricas da RAFB estão mais próximas às altitudes 

normais (i.e., quase-geoide como referência). Este estudo baseou-se em valores de gravidade 

e estimativa da densidade das massas topográficas para calcular a separação entre o geóide e o 

quase-geóide bem como dados GPS/RNs. Recentemente, em um estudo conduzido no estado 

do Rio Grande do Sul, Severo et al. (2011) concluíram que o sistema de altitude normal é o 

mais compatível à atual rede altimétrica brasileira devido ao fato das correções normais serem 

mais próximas ao termo corretivo aplicado aos desníveis da RAFB (correção ortométrica-

normal). Diante do esposto e considerando que o MAPGEO2015 (bem como os seus 

antecessores) é expresso no funcional geóide (funcional do campo de gravidade) pergunta-se: 

por que não utilizar o quase-geoide para reduzir as altitudes elipsoidais ou geométricas às 

altitudes normais? Pois estas aparentam serem mais próximas às altitudes da RAFB (normal-

ortométricas), conforme verificado para os dois estados acima mencionados pertencentes à 

região Sul do Brasil. 
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1.2  OBJETIVO 

 

 

Diante do acima mencionado, esta dissertação tem por objetivo analisar a aderência 

das coordenadas da RAFB em relação às altitudes ortométricas (geóide) e altitudes normais 

(quase-geóide), empregando-se modelos globais do geopotencial combinados confrontando 

com dados GNSS-nivelamento.  

 

 

1.3  JUSTIFICATIVA 

 

 

 Esta investigação justifica-se principalmente pelas razões citadas a seguir: 

 

1. Dar consistência aos trabalhos de engenharia e todos os outros que utilizem o atributo 

altimétrico pelo Brasil inteiro. 

2. Reduzei os custos com a execução de nivelamento geométrico. 

3. Viabilizar através da análise da RAFB, um indicativo de tendência para a adoção de 

um referencial geodésico único, seja o geoide ou quase geoide. Esta análise irá auxiliar 

para a correta implantação de um sistema de altitudes com real significado físico para 

o Brasil. 

 

 

1.4  ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO 

 

 

 A presente dissertação está estruturada da seguinte forma: 

 

 Capítulo 1 – Introdução: Neste capítulo são apresentadas as considerações iniciais 

sobre o tema proposto, o objetivo, a justificativa e a estruturação da dissertação. 
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 Capítulo 2 – O Campo de Gravidade Terrestre e os Sistemas de Altitudes: Neste 

capítulo são apresentadas algumas definições e considerações pertinentes quanto ao 

campo de gravidade e a obtenção de seus funcionais, com foco no geopotencial, 

apresentando também alguns pontos importantes sobre os coeficientes harmônicos 

esféricos correlacionados com a equação de Laplace. Finalizando o capítulo, são 

abordadas as altitudes de interesse para a pesquisa. 

 

 Capítulo 3 – Apresentação da RAFB e Modelos Geopotencias: Neste capítulo são 

apresentadas as considerações sobre a RAFB e os modelos geopotenciais utilizados. 

 

 Capítulo 4 – Metodologia para a indicação de aderência da RAFB às altitudes 

físicas: Neste capítulo são descritos os passos metodológicos da análise, apresentado 

os resultados obtidos com suas respectivas considerações.  

 

 Capítulo 5 – Resultados e Análises: Neste capítulo são mostrados os resultados frutos 

das análises realizadas com suas respectivas considerações.   

 

 Capítulo 6 – Conclusões: Neste capítulo são apresentadas as conclusões da 

investigação, sugestões para futuros trabalhos e algumas recomendações acerca do 

tema. 

 

 Capítulo 7 – Referências Bibliográficas: Neste último capítulo são apresentadas as 

referências bibliográficas utilizadas nesta dissertação. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

25 

 

2  O CAMPO DE GRAVIDADE TERRESTRE E OS SISTEMAS DE 

ALTIUDES 

 

 

 

2.1  CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 

 

Os modelos do geopotencial estão diretamente ligados à teoria do potencial e, os 

mesmos são normalmente representados através dos coeficientes dos harmônicos esféricos, 

o que permitem a determinação de diversos funcionais do campo de gravidade terrestre 

(e.g., altura geoidal, anomalia de gravidade). Estes funcionais podem ser obtidos em função 

das coordenadas esféricas (latitude e longitude) de um ponto qualquer na superfície 

terrestre. Vale ressaltar que, para esta pesquisa, os funcionais em questão estão restritos 

apenas a ondulação geoidal (N) e anomalia da altura ().  

Antes da era espacial em 1957, o modelo geopotencial da Terra era muito pouco 

conhecido. Apenas era de conhecimento o achatamento terrestre (f), normalmente expresso 

em termos do fator dinâmico de forma (J2).  

Atualmente, devido o desenvolvimento do segmento da geodesia espacial, constata-

se uma grande evolução dos modelos do geopotencial. Tais modelos, desenvolvidos em 

séries de harmônicos esféricos, constituem-se na mais utilizada técnica de representação do 

campo de gravidade terrestre. Os modelos geopotenciais de baixo grau e ordem tem a 

capacidade de representar com fidelidade os longos comprimentos de onda do campo de 

gravidade terrestre, enquanto os modelos de alto grau e ordem tendem a fornecer uma boa 

representação dos curtos comprimentos de onda do campo de gravidade terrestre. 

O movimento executado pelos satélites sob a ação do campo gravitacional terrestre 

e variações dos parâmetros orbitais, permitem quantificar de forma mais precisa o campo de 

gravidade terrestre, logo, por consequência, aprimorando os modelos geopotenciais.  

As forças perturbadoras devido ao potencial terrestre atuam diretamente nos 

movimentos dos satélites artificiais. Logo, se busca cada vez mais modelos mais precisos, 

com a intenção de minimizar as influências das perturbações causadoras dos erros nos 

cálculos das órbitas. 
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A estimativa da acurácia global das ondulações geoidais (ou anomalias da altitude) 

variam de modelo para modelo e também em um mesmo modelo, em função da localização 

geográfica (PESSOA, 1994). 

 

 

2.2  CAMPO DE GRAVIDADE TERRESTRE 

 

 

A lei da gravitação universal foi formulada por Isaac Newton, com base nas Leis de 

Kepler. A lei da gravitação universal parte da seguinte premissa: No universo, duas 

partículas se atraem mutuamente com uma força proporcional ao produto de suas massas e 

inversamente proporcional ao quadrado das distâncias que as separam (FIG. 2.1) 

(GEMAEL,2002). Matematicamente, a lei da gravitação universal é expressa como: 

1 2

2

m m
G

 
   

 

l
F , EQ. 2.1 

em que F  é a força gravitacional ou força de atração gravitacional, m1 e m2 são as massas 

das partículas 1 e 2, respectivamente, G é a constante gravitacional, e  é a distância entre 

as partículas. 

 

FIG.2. 1 Lei de Newton (GEMAEL, 2002). 

Considerando 1 :m m  e 2m  uma massa arbitrária em um ponto arbitrário, 2m  pode 

ser eliminado na EQ. 2.1 por 2ma F , assim, tem-se a atração gravitacional: 
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2

m
G

 
   

 

l
a , EQ. 2.2 

 A atração gravitacional tem como unidades m/s
2
, porém é comum o uso da unidade 

mGal na Geodésia em que 1 mGal = 1 m/s
2
. É importante notar que apesar da unidade 

(m/s
2
), a atração gravitacional não é aceleração, logo a atração gravitacional é uma 

quantidade cinemática enquanto a aceleração é uma quantidade dinâmica (força específica 

ou força por unidade de massa). 

O módulo do vetor da gravidade (aqui designado como gravidade) pode ser obtido 

através de determinações absolutas ou determinado indiretamente, por meio de 

determinações relativas.  

 

 

2.3  POTENCIAL GRAVITACIONAL 

 

 

A teoria do potencial desempenha um papel importante na área da geodesia como 

ferramenta para o estudo do campo de gravidade e de suas vinculações com o problema da 

forma e dimensões da Terra.  

O potencial gravitacional V em um ponto P(x,y,z), vinculado a um corpo de massa 

m, é dado por (GEMAEL, 2002): 

Gm
V  , EQ. 2.3 

Em um sistema discreto de distribuição de massas, tem-se: 

n
i

i i

m
V G  , EQ. 2.4 

 

 E o potencial vinculado a um sistema contínuo, por exemplo, a Terra, é dado por: 
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dP

v

V G v


  , EQ. 2.5 

em que d dm v , sendo   a densidade das massas encerradas pelo volume v . Caso a 

distribuição de densidade das massas no interior da Terra fosse conhecida com alta 

precisão, poder-se-ia empregar a integral de Newton (EQ. 2.5) para calcular o potencial 

gravitacional V  em qualquer ponto P  na superfície terrestre. Assim, as altitudes 

elipsoidais ( h ) poderiam ser facilmente convertidas em, por exemplo, em altitudes normais 

( nH ) como: 

( , , ) ( , , )
( , ) ( , )

( , )

n

n

Q

V h V h
H h

H

   
   

 


  . EQ. 2.6 

 Na EQ. 2.6, 
Q  é a gravidade normal calculada no quase-geoide e V   é o potencial 

gravitacional segundo a Terra normal (elipsoide de referência). 

É possível demonstrar que as derivadas parciais do potencial de atração (EQ. 2.5) 

segundo os eixos coordenados, proporcionam as componentes do vetor da atração 

gravitacional (EQ. 2.2) em relação aos mesmos eixos: 

 

3
dx

M

V x x
a G m

x

 
 
  , 

EQ. 2.7 
3

dy

M

V y y
a G m

y

 
 
  , 

 

3
dz

M

V z z
a G m

z

 
 
  , 

Onde xa , 
ya , e za , são as componentes do vetor atração gravitacional a . A relação entre 

potencial gravitacional e o vetor atração gravitacional pode ser escrito como: 

gradVa . EQ. 2.8 

A seguir é apresentado o Operador de Laplace (ou Laplaciano), frequentemente 
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utilizado na teoria do potencial (HEISKANEN & MORITZ, 1967): 

2 2 2

2 2 2
0

V V V
V

x y z

  
    

  
, EQ. 2.9 

 

onde Δ representa o operador Laplaciano. Vale ressaltar que as funções harmônicas 

abordadas são definidas como aquelas que satisfazem as derivadas parciais de segunda ordem. 

A EQ. 2.9 é de grande importância, pois através desta, é verificado que o potencial 

gravitacional é uma função harmônica, pois satisfaz a equação de Laplace, no exterior das 

massas. 

Faz-se necessário também, mencionar que as superfícies equipotenciais, são locais 

geométricos dos pontos do campo de gravidade que possuem o mesmo potencial escalar, 

representado como: 

( , , ) constanteV x y z  . EQ. 2.10 

 

 

2.3.1 GEOPOTENCIAL 

 

 

Um dos problemas fundamentais da Geodesia consiste na determinação da 

superfície da Terra, em termos do conhecimento do campo de gravidade. O vetor da 

gravidade g  em um determinado ponto é a resultante da composição do vetor 

representando a atração gravitacional a  exercida pela massa da Terra sobre a massa 

unitária, e o vetor referente à aceleração centrífuga f  desenvolvida sobre o mesmo ponto, 

por consequência do movimento de rotação da Terra (FIG. 2.2). Em Torge (2012), é 

encontrada a expressão:  

 g a f . EQ. 2.11 
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FIG.2. 2 Forças atuantes no vetor da gravidade (O Autor, 2016). 

  

 O vetor da força centrifuga f , é calculado em função da magnitude da velocidade de 

rotação da Terra,  , e pelo vetor da separação entre o eixo de rotação da Terra e o ponto em 

questão p  : 

2f p . EQ. 2.12 

 

sendo: 

[ , ,0]x yp , EQ. 2.13 

 

Assim, a força centrifuga é consequência do potencial centrifugo  , dado por: 

2 21

2
p  , EQ. 2.14 

em que p  é dado por: 

2 2p x y  , EQ. 2.15 

 

Finalmente tem-se que o geopotencial W  é consequência da soma do potencial de 

atração V  e do potencial centrifugo   isto é: 

W V  . EQ. 2.16 
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2.4  CAMPO DE GRAVIDADE NORMAL 

 

 

Denomina-se como Terra normal à figura geométrica (elipsoide de revolução), que 

possui a mesma massa da Terra real (M), considerando uma distribuição homogênea das 

massas, incluindo a massa da atmosfera (GEMAEL, 2002). Também possui a mesma 

velocidade de rotação ( ) e é imposta a condição da superfície de contorno ser 

equipotencial, diferente à superfície geoidal, a qual é imposta a condição de possuir o 

mesmo geopotencial (W ), aludindo a ser numericamente igual ao esferopotencial (U ) da 

superfície equipotencial da Terra normal. Além disso possui seu centro geométrico 

coincidente com o centro de massa da Terra. Vinculado à Terra normal está o potencial de 

gravidade normal ou esferopotencial e o vetor da gravidade normal γ . 

Pode-se definir o esferopotencial pela soma do potencial de atração da Terra normal 

(Z) e do potencial centrífugo (Q), que é semelhante ao potencial centrifugo da Terra real 

(GEMAEL, 2002): 

U V   , EQ. 2.17 

A Terra normal descreve o campo da gravidade normal γ , em seu operador 

gradiente através do esferopotencial U , ou seja: 

gradUγ , EQ. 2.18 

 Diferentemente da Terra real que apresenta o campo da gravidade g  com o operador 

gradiente em função do geopotencial W , isto é: 

gradWg . EQ. 2.19 

Pode-se dizer que o potencial gravitacional da Terra normal, V  , para o sistema de 

massas é uma função harmônica, pois este satisfaz a condição 0V    
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2.5  POTENCIAL ANÔMALO 

 

 

O potencial anômalo T  consiste na diferença, em um mesmo ponto, entre o potencial 

da Terra real W  e o potencial da Terra normal U  (TORGE, 2012). O potencial anômalo é 

dado por: 

( , , ) ( , , ) ( , , )T x y z W x y z U x y z  , EQ. 2.20 

Assim, o potencial anômalo pode ser considerado como o potencial produzido pelas 

massas anômalas da Terra. Percebe-se no desenvolvimento do potencial anômalo, que o 

potencial centrifugo  , é eliminado, tornando possível que duas equações não harmônicas, 

transformem-se em uma equação harmônica, isto é, 0T  . Logo é factível mencionar que 

o potencial anômalo pode ser interpretado como o potencial produzido pelas anomalias 

entre a Terra real e a Terra normal. 

Existe ainda a diferença pontual entre os vetores da gravidade (EQ. 2.19) e da 

gravidade normal (EQ. 2.18). A esta diferença, dá-se o nome de vetor distúrbio de 

gravidade: 

P P  g g γ , EQ. 2.21 

O qual é vinculado diretamente ao potencial anômalo, isto é

grad grad gradW U T   g , 
EQ. 2.22 

 

Pode-se ainda, definir a diferença entre a gravidade observada reduzida ao geoide 

em um ponto P qualquer e a gravidade normal calculada sobre um ponto Q qualquer no 

elipsoide (FIG. 2.3), como sendo a anomalia da gravidade (Δg), representada como. 

P P Qg g    , EQ. 2.23 
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FIG.2. 3 Vetor da gravidade, vetor da gravidade normal, e altura geoidal (O Autor, 2016). 

 

Considerando a orientação da gravidade normal, pode-se escrever P  como uma 

expansão de 
Q  em séries de Taylor: 

2( )P Q N N
n


 


  


O , EQ. 2.24 

em que os termos não lineares em N foram desprezados. Utilizando as EQ. 2.21 e 2.22, 

chega-se a: 

T
g

n



 


, EQ. 2.25 

onde n refere-se a direção da normal voltada para o exterior da superfície. 

Logo substituindo a EQ. 2.25 na EQ. 2.24, temos a equação diferencial da 

geodesia física: 

T
g N

n n

 
   

 
, 

 

 

 

EQ. 2.26 

 

após o uso do teorema de Bruns para obtenção da ondulação geoidal e da anomalia da 

altitude respectivamente (TORGE, 2012, p. 259): 

   
 

 
,        

 

 
 EQ. 2.27 
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tem-se para a EQ. 2.28: 

1T
g T

n n





 
   

 
, 

 

 

EQ. 2.28 

 

A EQ. 2.28, demonstra que a anomalia de gravidade (grandeza esta conhecida) é 

resultado da combinação entre o potencial anômalo (grandeza a ser determinada) e a sua 

derivada normal. Percebe-se que a anomalia de gravidade funciona como uma condição 

de contorno para a determinação do potencial anômalo (T). Após a determinação do 

potencial anômalo, é possível através da EQ. 2.27, encontrar o valor da ondulação 

geoidal (N). 

Analogamente ao cálculo de N, também pelo teorema de Bruns, pode-se 

conhecer a anomalia da altitude ζ, que corresponde ao afastamento entre o quase-

geoide e o elipsoide (ou entre o teluróide e a superfície física) após consideradas as 

ressalvas na solução da EQ. 2.27 empregando-se a teoria de Stokes (geoide) e a de 

Molodenskii (quase-geoide). Seguindo a teoria de Molodensky, a anomalia da altitude, 

também pode ser determinada entre a superfície física e o teluróide, este por sua vez, é uma 

superfície do campo de gravidade que possui o esferopotencial igual ao geopotencial do 

ponto determinado. 

 É necessário para o conhecimento de  , manter a condição de que o 

esferopotencial U em um ponto Q seja igual ao geopotencial W em um ponto Q     

   . 

 

 

2.6      FUNÇÕES HARMÔNICAS 

 

 

As funções harmônicas possuem a importante propriedade de satisfazerem a 

equação de Laplace em todos os pontos de uma região do espaço. Estas funções são 

analíticas, ou seja, suas derivadas parciais são contínuas na região considerada. 
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2.6.1  EQUAÇÃO DE LAPLACE EM COORDENADAS ESFÉRICAS 

 

 

 

No desenvolvimento Laplaciano, é necessário expressar o potencial em coordenadas 

esféricas, retratadas pela FIG. 2.4, onde as coordenadas retangulares (x, y, z) estão 

relacionadas com as esféricas (r, θ, λ), de acordo com as considerações do sistema mostrado 

na EQ. 2.29. Encontra-se em Gemael, (2002) o desenvolvimento do laplaciano em 

coordenadas esféricas, apresentadas pela EQ. 2.30, considerando um função escalar 

            

 

             

                                                                                                          EQ. 2.29 

                                                                       

 

 

FIG.2. 4 Coordenadas esféricas (O AUTOR, 2016). 

 

                       

      
  

  
 

   

         
  

  
 

 

     
 
   

                        EQ. 2.30 
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2.6.2 HARMÔNICOS ESFÉRICOS 

 

 

Dentre as funções harmônicas as mais importantes são as funções harmônicas 

esféricas, que constituem as soluções da equação de Laplace (ΔV=0). A formulação de 

Laplace analisa o potencial interno    e externo   , gerado por uma distribuição contínua 

de massas em um ponto exterior a esta distribuição. As soluções da equação de Laplace são 

dadas pelas funções harmônicas, encontradas em (HEISKANEN e MORITZ, 1967): 

 

          ∑  
 

   ∑                                        
   

 
         EQ. 2.31 

 

        Ou  

 

          ∑   ∑                                        
   

 
           EQ. 2.32 

 

 

onde os termos      e      representam os coeficientes do desenvolvimento em série,      

representa o polinômio de Legendre de grau nm, r representa a distância entre o ponto e o 

centro de massa da Terra.  

As EQ. 2.31 e 2.32 representam as soluções gerais sendo V uma função potencial, logo 

se pode dizer que ambas as equações expressam a forma de expansão em séries de 

harmônicos esféricos do potencial de atração. A utilização da EQ. 2.31 se dará quando o 

ponto em questão estiver situado no interior da esfera, já para a EQ. 2.32, o ponto deve 

situar-se fora da esfera. 

 

 

2.7      SISTEMAS DE ALTITUDES 

 

 

 Segundo Palmeiro (2007, p.9), um sistema de altitudes é um sistema no qual se 

procura expressar os desníveis mensurados em uma rede altimétrica entre pontos em uma 

escala métrica, sendo estes utilizados para descrever a diferença física do potencial da 

gravidade, ou seja, os desníveis mensurados devem estar aderentes à ação da força da 

gravidade. Logo, se conclui que a gravidade é fundamental para a definição de um sistema de 
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altitudes, pois permite a determinação desta componente atribuindo a ela um significado 

físico. 

No cenário atual brasileiro, em função dos constantes avanços na tecnologia que 

envolve as questões da determinação das componentes do campo da gravidade, existe no 

país um esforço na tentativa de modernizar o sistema de altitudes atual, visando a sua 

conexão com outros sistemas de altitudes de países vizinhos, ou até mesmo pensando em 

sua inserção em um SGA (Sistema de Altitudes Global), maiores detalhes são 

encontrados em LUZ, (2008). 

Diante desse contexto, serão descritas a seguir os quatro tipos de altitudes 

envolvidas nesta pesquisa (altitude geométrica, altitude normal, altitude ortométrica, e 

altitude normal-ortométrica), servindo de embasamento teórico e prático para a 

realização das análises do sistema de altitudes atual do Brasil. As altitudes de Helmert, 

Vignal e Dinâmica não fazem parte do escopo desta pesquisa, porém maiores detalhes 

sobre estas altitudes podem ser encontrados em GEMAEL (2002 p.216-218). 

Através da FIG 2.5 podem ser visualizadas as informações que retratam as 

superfícies de referência envolvidas nos sistemas de altitudes (geoide, teluroide, quase-

geoide e elipsoide). De acordo com os afastamentos entre estas superfícies, obtêm-se os 

funcionais do campo de gravidade, que terão destaques nesta pesquisa e são 

respectivamente a ondulação geoidal N e a anomalia da altitude ζ, as quais já foram 

descritas na seção 2.5. 
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FIG.2. 5 Grandezas envolvidas em um sistema de altitude (TORGE, 2001, p.216-217). 

 

A FIG. 2.5, mostra os elementos e grandezas envolvidos para se formar um sistema 

de altitudes, até então associado ao espaço abstrato, porém, torna-se fundamental para a 

materialização de uma rede de referência.  

Diante do exposto, entende-se, portanto que sistemas geodésicos verticais 

rigorosos devem estar materializados por conjuntos de altitudes atreladas ao campo de 

gravidade terrestre. As altitudes com significado físico são contrapostas as altitudes 

referidas a modelos elipsoidais, possuindo apenas significado geométrico (não possui 

diferença de potencial). As altitudes com significado físico são obtidas por nivelamento 

geométrico associadas as observações gravimétricas, já as altitudes geodésicas (h) são 

obtidas diretamente através da aplicação das técnicas espaciais de posicionamento 

tridimensional (x,y,z), citando as técnicas utilizadas pelo posicionamento GNSS (TORGE, 

2001). 
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2.7.1 NÚMERO GEOPOTENCIAL 

 

 

O conhecimento do geopotencial é a premissa fundamental para definição das 

componentes verticais. Em Luz (2008) é mencionada a necessidade de referenciar a 

coordenada vertical ao geoide, por meio da adoção do número geopotencial C, expresso 

como a diferença entre os valores do geopotencial no geoide e no ponto considerado.  

Pode-se também descrever o número geopotencial como o trabalho que a 

gravidade exerce para transportar uma partícula de massa unitária do geoide ao ponto em 

questão. A EQ. 2.33 expressa o número geopotencial de um ponto (Cp) pertencente à 

superfície física da Terra, em função da diferença do geopotencial do geoide (W0) e o 

geopotencial no ponto considerado (Wp). 

 

                                       ∫  
 

 
   ∑    

         
                                EQ. 2.33 

 

sendo   
    a média dos valores observados da gravidade em cada par de pontos 

nivelados,       o desnível observado e K o número total de seções niveladas. 

 

 

2.7.2 ALTITUDES FÍSICAS 

 

 

De acordo com Gemael (2002) entende-se por altitude física à altitude gerada 

em função da razão entre o número geopotencial C e o valor particular da gravidade 

(g), isto é:  

                                             
 

 
                                                      EQ. 2.34 

 

Conforme o tipo de gravidade utilizada (gravidade “real” ou gravidade “normal”), as 

altitudes serão denominadas respectivamente como ortométricas e normais. 

Vale ressaltar que uma altitude dita física mantém a característica de respeitar o 

significado inerente a definição de altitude científica, pois estas utilizam como base o 
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número geopotencial, ou seja, estão vinculadas diretamente ao potencial. Luz (2008) 

descreve que as altitudes cientificas, são aproximações satisfatórias da relação hidrostática 

vinculada à diferença de nível oriunda da diferença de geopotencial entre dois pontos. 

 

 

2.7.2.1 ALTITUDE ORTOMÉTRICA 

 

 

A altitude ortométrica (  ) é definida como a distância entre o ponto 

considerado ao geoide, determinada ao longo da linha de força. A EQ. 2.35 mostra a 

integração entre a superfície física e o geoide além da diferença de geopotenciais das 

superfícies equipotenciais (TORGE, 2012).  

 

                                               
  

  
                                                 EQ. 2.35 

 

onde    representa o valor médio da gravidade entre a superfície física e o geoide, 

seguindo a linha vertical. 

     Por consequência de sua definição, percebe-se que a altitude ortométrica está 

relacionada ao geoide, que por sua vez é a superfície equipotencial que coincide com o 

nível médio dos mares não perturbados, extrapolados para o continente. 

Segundo Torge (2012), a altitude ortométrica na prática possui significado 

puramente teórico, visto a impossibilidade em se obter o valor de    no interior da crosta 

terrestre. Logo para obter a altitude ortométrica são necessárias aproximações hipotéticas 

sobre a densidade do material que compõe a litosfera. 

 

 

2.7.2.2 ALTITUDE NORMAL  

 

 

A altitude normal (  ) é definida como a distância entre o ponto considerado 
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na superfície física ao quase-geoide determinada ao longo da normal. A EQ. 2.36 é 

relacionada à EQ. 2.35, porém utilizando agora o valor da gravidade normal () 

(TORGE, 2012). 

                                             
  


                                                    EQ. 2.36 

 

A gravidade normal é dada por: 

 

                                              
 

  ∫       

 
                                             EQ. 2.37 

 

Por consequência de sua definição, atrela-se, a altitude normal ao quase-geoide, 

que descreve uma superfície próxima ao geoide. O quase-geoide está afastado do elipsoide 

pela componente descrita como anomalia da altitude (ζ), conforme visto na seção 2.5. A 

FIG. 2.6, mostra os elementos presentes nas definições das altitudes físicas. 

 

FIG.2. 6 Elementos presentes na definição das altitudes (TORGE, 2001, p.216). 
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2.7.3 ALTITUDE NORMAL-ORTOMÉTRICA 

 

 

Segundo Ferreira (2011, p.34), é denominada como altitude normal-

ortométrica (   ), as altitudes que não são ortométricas e nem normais, ou seja, este 

tipo de altitude não está vinculado ao geoide ou ao quase geoide. Este tipo de altitude é 

obtido utilizando-se o número eferopotencial (     ao invés do número geopotencial. A 

EQ. 2.38 expressa a altitude normal-ortométrica. 

 

                                      
   

 
                                                         EQ. 2.38 

onde     é dado por: 

 

                                                                                             EQ. 2.39 

onde     , é o esferopotencial da superfície de referencia e   , é o esferopotencial do ponto 

em questão. Do ponto de vista prático, a altitude normal-ortométrica pode ser determinadas 

através das correções dos desníveis geométricos, transformando-os em desníveis normais-

ortométricos, os quais podem ser encontrados com detalhes em Gemael (2002).  

    As altitudes normais-ortométricas são as que compõem a RAFB, visto que na época de 

materialização da rede não havia medidas de gravidade disponíveis para a associação destes 

dados ao nivelamento geométrico. Ressalta-se ainda que este tipo de altitude não possui 

significado físico, pois não está vinculada a uma superfície de referência como o geoide ou 

o quase-geoide, como são os casos das altitudes ortométricas e altitudes normais, 

respectivamente.  
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2.7.4      ALTITUDE ELIPSOIDAL OU GEOMÉTRICA 

 

 

Define-se como altitude elipsoidal ou geodésica (h), o afastamento entre o 

ponto situado na superfície terrestre ao elipsoide de referência, mensurado ao longo da 

normal (FIG. 2.7).  

 

FIG.2. 7 Altitude Elipsoidal (FERREIRA, 2011). 

Segundo Torge (2012), a altitude elipsoidal possui como característica 

intrínseca o fato de não estar vinculada ao campo da gravidade terrestre. Logo pontos 

com a mesma altitude elipsoidal não descrevem uma superfície equipotencial. A 

relação entre a altitude elipsoidal e as altitudes ortométricas e normais são dadas, 

respectivamente pelas expressões 2.40 e 2.41: 

 

                                                                                              EQ. 2.40 

                                                                                              EQ. 2.41 

     De acordo com Jekelli (2000), o sinal aproximado nas EQ. 2.40 e 2.41 deve-se ao 
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fato de que as altitudes envolvidas são mensuradas em diferentes linhas de campo. No 

caso da relação entre as altitudes elipsoidais e normal-ortométricas, Ferreira (2011) 

sugere: 

                                                                                             EQ. 2.42 

O termo ( ) é denominado por “ondulação orto normal”, que conceitualmente 

é diferente da ondulação geoidal N e também da anomalia da altitude ζ. Vale ressaltar 

que amplamente este termo vem sendo divulgado em literatura nacional e até mesmo 

pelo próprio IBGE, de forma equivocada como ondulação geoidal. 

 

 

2.7.5 SEPARAÇÃO ENTRE O GEOIDE E O QUASE-GEOIDE 

 

 

O entendimento entre a separação geoide e quase-geoide será de fundamental 

importância para a compreensão da análise que será realizada nos dados da RAFB, 

quando confrontados com os modelos geopotenciais apresentados. Assim, 

considerando as EQs. 2.40 e 2.41, tem-se: 

                                                 
o nH N H                                               EQ.2.43 

em que, considerando as EQs. 2.35 e 2.36 têm-se: 

                                  
n o B BC C

N H H
g




                                         EQ.2.44 

 

                                             
 ̅  ̅

 ̅
                                                   EQ. 2.45 

A EQ. 2.45 expressa a separação entre o geoide e o quase-geoide. 

Segundo Heiskanen e Moritz (1967) o problema em determinar a separação 

entre a altitude ortométrica e a altitude normal (o mesmo em quantificar a diferença 

entre a ondulação geoidal e a anomalia da altitude) é estimar o valor da gravidade 

média  ̅ pelo caminhamento da linha de força.  
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Considera-se na EQ. 2.45, a anomalia de gravidade de Bouguer (   ), igual ao 

termo ( ̅   ̅). Logo se tem: 

                                           
   

 ̅
                                                     EQ. 2.46 

 

Devido a indisponibilidade de dados gravimétricos (anomalias de gravidade 

Bouguer) para o cálculo da separação geoide/quase-geoide usando EQ. 2.46, 

empregou-se a solução fornecida pela NGA em termos de coeficientes harmônicos 

esféricos (PAVLIS et al., 2012). Neste caso tem-se: 

2160

0 0

( , ) [ cos( ) sen( )] (cos )
n

nm nm nm

n m

dH C m S m P    
 

  , EQ. 2.47 

em que    é a separação entre o geóide e o quase-geóide, nmC  e nmS  são os coeficientes 

que representam a decomposição espectral da quantidade fornecida pela EQ. 2.47. 
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3 REDE ALTIMÉTRICA FUNDAMENTAL DO BRASIL E MODELOS             

GEOPOTENCIAIS 

 

 

 

3.1  REDE ALTIMÉTRICA FUNDAMENTAL DO BRASIL 

  

 

A Rede Altimétrica Fundamental do Brasil (RAFB) é executada, implantada e 

monitorada pelo IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística) sendo esta, a 

referência oficial para a componente vertical no país. A RAFB é composta por pontos 

materializados fisicamente, através de chapas de bronze, acoplados sobre os marcos de 

concreto ou estruturas de concreto dispostas sobre a superfície Terrestre. A FIG. 3.1, mostra 

o modelo de chapas implantadas na RAFB, com suas respectivas medidas em centímetros 

(IBGE, 1998). 

 

 

FIG.3. 1 Modelo atual de chapas para materialização de estações geodésicas (IBGE, 1998). 

 

Estes pontos materializados são chamados de RNs (referências de nível), onde suas 

altitudes são obtidas através da execução de circuitos de nivelamento geométrico dispostos 

em determinadas partes do país. O objetivo primordial da rede é apoiar o mapeamento 

básico e servir de suporte para grandes obras de engenharia, tais como rodovias, barragens, 

saneamento básico, redes de distribuição de águas e telecomunicações (ALENCAR, 1968). 
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Atualmente a RAFB, em grande parte das altitudes niveladas, referem-se ao datum 

de Imbituba, isto é, ao nível médio do mar no porto de Imbituba-SC, com observações de 

marés entre os anos de 1949 e 1957. Uma pequena parte da RAFB existente no Amapá não 

pôde ser conectada ao datum de Imbituba, levando à utilização do nível médio dos mares 

no porto de Santana-AP, entre os anos de 1957 e 1958. Logo, a utilização do nível médio 

dos mares preconiza a vinculação da superfície geoidal para a concepção do sistema de 

altitude desenvolvido no Brasil. 

De acordo com Souza (2002) apesar da alta precisão obtida na execução do 

nivelamento geométrico, a implantação de uma rede de nivelamento que se estenda por 

todo o país, associado a um datum vertical, com uma distribuição geográfica adequada, 

torna-se economicamente inviável, visto a dimensão do Brasil.  

Por serem de grandes extensões as redes de nivelamento executadas não estão livres 

de erros acometidos durante os processos, sendo tais erros classificados em aleatórios, 

sistemáticos e grosseiros. Diantes de tais erros buscam-se minimizar os erros aleatórios e 

remover os erros sistemáticos e grosseiros através de técnicas adequadas para tal. Uma 

explicação consistente sobre o tratamento destes erros na RAFB pode ser encontrado em 

Luz, (2008).   

Como principais causas de erros na RAFB podem ser citados os erros de leituras das 

miras, erros de verticalidades das miras, refração atmosférica, erros na colimação do nível 

óptico para realização das visadas e por fim as marés terrestres.  

Com relação aos efeitos sistemáticos envolvidos no processo de nivelamento 

geométrico, Bomford (1983), menciona os tipos de erros que necessitam atenções especiais: 

 

a) colimação incorreta do nível óptico, onde o efeito da defasagem angular entre a 

linha de visada e o plano horizontal, associado ao processo de materialização da 

linha de visada, surge com a contínua utilização do instrumento, mostrando de 

forma clara as imperfeições na materialização da linha de visada horizontal; 

b) refração atmosférica é o erro de curvatura da linha de visada é causado pela 

variação das densidades das camadas atmosféricas, as quais estão ligadas 

diretamente a mudanças na temperatura do ar; 

c) falta de verticalidade na colocação da mira, é o deslocamento da mira em relação a 

direção vertical da estação visada. Este efeito pode ser minimizado utilizando-se 

um nível de cantoneira acoplado a mira; 
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d) erro de graduação da mira refere-se ao erro ocorrido devido às incertezas na 

graduação da mira utilizada para o procedimento, podendo ser eliminado através de 

uma aferição ou calibração da mira; 

e) marés terrestres é o erro ocasionado pelo efeito do desvio da vertical advindo da 

componente horizontal do campo de maré, gerado pela interação gravitacional da 

Terra, principalmente com os astros Sol e Lua; 

 
A execução do nivelamento geométrico apenas possui objetivo de observar os 

desníveis entre os pontos. Em função do percurso escolhido para as linhas de nivelamento 

serão obtidos desníveis, os quais podem ser diferentes caso o caminho escolhido para o 

nivelamento seja alterado. Esse fato é decorrente do não paralelismo das superfícies 

equipotenciais, devido à distribuição não homogênea das massas na Terra, representado 

pela FIG. 3.2.  

 

 

FIG.3. 2 Não paralelismo das superfícies equipotenciais (GEMAEL, 2002). 

 

Logo apenas a realização do nivelamento geométrico, atrelado ao nível médio dos 

mares de Imbituba ou Santana, não torna o sistema de altitudes no Brasil, vinculado à 

altitude tipo ortométrica por exemplo. Conforme visto na seção 2.7.2.1, a concepção da 

altitude ortométrica deve estar diretamente ligada ao campo da gravidade. A 

indisponibilidade dos dados gravimétricos na época da concepção da rede (início 

aproximadamente em outubro de 1945 e densificação para o interior do Brasil ocorrendo 

na década de 1970), faz com que não se possa afirmar que as altitudes da RAFB, sejam 

consideradas do tipo ortométricas. 
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Alguns autores, tais como Gemael (2002), sugerem a utilização da correção 

normal-ortométrica para atrelar as altitudes da RAFB um significado físico. Porém, está 

correção apenas dá soluções aproximadas ao problema em questão. A correção normal-

ortométrica preconiza a independência da aplicação da gravimetria na rede, logo a 

correção é feita nos desníveis brutos obtidos pelo nivelamento geométrico (GEMAEL, 

2002). Esta afirmação corrobora de forma mais consistente na contraposição do sentido 

da altitude ortométrica, pois necessariamente esse tipo de altitude depende da associação 

dos dados da gravidade. 

Maiores detalhes sobre a evolução das linhas de nivelamento da RAFB, bem como 

da forma de tratamento dos dados, podem ser encontrados em Luz (2008). 

 

 

3.1.1 CONEXÃO SAT/RN 

 

 

Atualmente a RAFB conta aproximadamente com mais de 69.000 estações de 

RNs, espalhadas pelas linhas de nivelamento no Brasil (LUZ, 2008). Para controle e 

validação dos modelos geoidais desenvolvidos no Brasil, digam-se os três últimos; 

MAPGEO2004, MAPGEO 2010 e MAPGEO2015, eram necessários que existissem 

conexões entre a rede de nivelamento e a rede GNSS. 

O IBGE define como sendo uma conexão SAT/RN os pontos materializados 

mostrados na seção 3.1 que posteriormente são rastreados por sistema GNSS. As 

informações contidas em uma conexão SAT/RN importantes para a sequência de análise 

desta dissertação são: latitude ( ), longitude ( ), altitude elipsoidal ou geodésica ( ), 

“ondulação orto–normal” ( ) e por fim altitude normal-ortométrica (   ). 

Atualmente existem 843 conexões SAT/RN espalhadas por todas as regiões do Brasil. 

Porém na época de lançamento do modelo geoidal MAPGEO2015, existiam apenas 784 

conexões. De acordo com o relatório técnico da elaboração do MAPGEO2015, para validar e 

analisar as discrepâncias do modelo geoidal brasileiro em relação à RAFB foram selecionadas 

592 conexões SAT/RN. Essa seleção de 592 conexões foi realizada pelo próprio IBGE, 

considerando para a exclusão das demais conexões, pontos em ramais de nivelamento e em 

circuitos com erros altos de fechamento altimétrico. Também foram excluídas conexões que 

apresentavam erros grosseiros. Essas exclusões geraram um total de 192 conexões SAT/RN 
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eliminadas, quando houve a efetiva validação do MAPGEO2015 (IBGE, 2015). As conexões 

utilizadas para a análise são visualizadas na FIG. 3.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG.3. 3 Espacialização das 592 conexões SAT/RN (O Autor, 2016) 
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Logo, é factível mencionar que através da seleção realizada pelo IBGE apenas 592 

conexões tem reais condições de servirem de base para testar e validar os modelos 

geopotenciais, sejam eles globais ou locais utilizados no Brasil. A TAB. 3.1 e a FIG. 3.4 

mostram a contribuição de cada região do Brasil na amostra total das conexões existentes 

da RAFB. 

TAB 3. 1 Número de conexões SAT/RN por regiões do Brasil (O Autor, 2016). 

REGIÃO DO BRASIL Nº DE CONEXÕES SAT/RN PERCENTUAL (%) 

CENTRO - OESTE 94 15,9 

NORDESTE 229 38,7 

NORTE 21 3,5 

SUDESTE 188 31,8 

SUL 60 10,1 

TOTAL 592 100 

 

 

FIG.3. 4 Contribuição percentual das regiões nas conexões da RAFB (O AUTOR, 2016). 

 

 

3.2 MODELOS GEOPOTENCIAIS 

 

 

Os modelos do geopotencial permitem a determinação de diversos funcionais do 
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campo de gravidade através dos coeficientes harmônicos esféricos. Estes funcionais podem 

ser obtidos em função das coordenadas esféricas (co-latitude e longitude) de um ponto 

qualquer na superfície terrestre. Ressalta-se que, para esta pesquisa, as funcionais em 

questão são restritos apenas a ondulação geoidal N e anomalia da altitude ζ.  

Os coeficientes harmônicos esféricos dos modelos geopotenciais (   ) e (   ) de 

alto grau e ordem possuem ampla utilização para análises regionais e locais na 

determinação do geoide ou quase-geoide. 

Nas últimas décadas, o grande esforço para tratamento e melhoria da base de dados, 

em conjunto com os avanços computacionais, permitiram a possibilidade de expandir os 

coeficientes harmônicos esféricos desde o grau e ordem oito, empregado por volta de 1943, 

passando pelo grau e ordem trezentos e sessenta, empregado no final dos anos 2000. 

Atualmente os modelos geopotenciais atingem graus e ordens iguais ou superiores a dois 

mil cento e noventa. Isto é possível graças aos avanços ocorridos na tecnologia dos satélites 

artificiais, decorrentes principalmente das missões gravimétricas CHAMP (Challenging 

Minisatellite Payload), GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment) e GOCE 

(Gravity Field and Steady State Ocean Circulation Explorer). Detalhes sobre as missões 

gravimétricas citadas podem ser encontradas em Torge (2012). 

Os modelos geopotenciais podem ser avaliados e testados através de qualquer 

funcional do campo de gravidade que eles representam desde que estes estejam adequados 

para a resolução escolhida. Raap (1998) descreve que a resolução espacial dos modelos 

do geopotencial é calculada para desempenhar o mais alto ganho de precisão na 

superfície terrestre, sendo determinado pelo grau máximo de expansão dos coeficientes 

harmônicos esféricos do modelo utilizado (    ). Já o comprimento de onda (    ) do 

modelo geopotencial é dado conforme EQ. 3.1. 

                                       
   

    
                                                       EQ. 3.1 

onde     é o comprimento de onda máximo em km,      é o grau máximo de 

expansão dos harmônicos esféricos do modelo utilizado e R o raio médio da Terra. 

Pode-se encontrar a resolução máxima dos modelos do geopotencial, de acordo com: 

                                       
  

    
                                                       EQ. 3.2 
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onde      é a resolução máxima do modelo geopotencial em km. O número de 

coeficiente pode ser determinado por: 

                     
máx

2

máx máx máx máx

2

(2 1) ( 1)( 3) 2 3
n

n

n n n n n


                                    EQ. 3.3 

  assim, para o EGM2008 com máx 2190n   tem-se 4.800.477 coeficientes. 

Os modelos geopotenciais podem ser classificados, de acordo com sua 

resolução espacial (    ), em relação ao seu grau e ordem de expansão em coeficientes 

harmônicos esféricos (    ), conforme observado na FIG. 3.5. 

  

 

FIG.3. 5 Classificação das resoluções espectrais dos modelos geopotenciais (MONTECINO et al. 2011). 

 

Atualmente existem diversos modelos do geopotencial, os quais estão 

disponíveis no sítio do ICGEM (International Centre for Global Earth Models), onde se 

encontram ordenados pelas datas de elaborações dos modelos, grau e ordem de expansão 

em harmônicos esféricos e por sua classificação. 

De acordo com Featherstone (2002) os modelos do geopotencial atuais podem ser 

classificados em três segmentos conforme o tipo de informação contida no modelo, como se 

mostra: 
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1. Modelos Globais do Geopotencial utilizando dados somente de satélites; 

2. Modelos Globais do Geopotencial combinados (utilizados nesta dissertação); 

3. Modelos Globais do Geopotencial adaptados. 

 

 

3.2.1 MODELOS GLOBAIS DO GEOPOTENCIAL UTILIZANDO DADOS SOMENTE 

DE SATÉLITES 

 

 

São modelos do geopotencial obtidos apenas a partir de dados advindos de satélites, 

derivados em consequência da análise do movimento orbital de satélites artificiais por meio 

do rastreio sobre posições conhecidas na Terra. O tipo de modelo em questão possui as 

seguintes características (MÜLLER et al., 2003): 

 

 a) baixo erro de comissão, ou seja, erros devido às incertezas na determinação 

dos coeficientes (    ) e (    ). 

      b) médio a alto erro de omissão, onde ocorre na parte não modelada devido ao 

grau de truncamento do desenvolvimento.  

 

Segundo Featherstone (2002), a vantagem em utilizar modelos geopotenciais 

oriundos apenas de dados de satélites consiste na possibilidade da utilização de soluções não 

tendenciosa pela combinação de dados heterogêneos de superfície.  

 

 

3.2.2    MODELOS GLOBAIS DO GEOPOTENCIAL COMBINADOS 

 

 

Segundo Raap (1998), estes modelos geopotenciais são derivados da combinação de 

dados de satélite, dados de gravimetria terrestre e oceânica, dados de levantamentos 

aerogravimétricos, dados de modelos digitais de elevação e dados de altimetria por satélites. 

A combinação de diferentes fontes de dados permite a expansão dos coeficientes 

harmônicos esféricos para maiores graus e ordens. Contudo, carregam consigo as limitações 
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dos modelos oriundos exclusivamente de dados de satélites, combinadas à cobertura espacial 

deficiente, também estando sujeito à variação da qualidade dos dados inseridos na 

combinação.  

Em locais onde não se tenham dados de gravidade ou que estes não tenham sido 

disponibilizados para incorporar novos modelos subsequentes, a qualidade dos modelos 

geopotenciais gerados poderá ser pior do que o modelo original. Os modelos geopotenciais 

combinados possuem de baixo a médio erro de comissão e o erro de omissão (erro de 

truncamento) será em função do grau de expansão do novo modelo gerado, ou seja, poderá 

variar de modelo a modelo, conforme o truncamento realizado no modelo original. 

Heck (1990) cita que a ocorrência de distorções nos longos comprimentos de onda 

nas anomalias da gravidade terrestre é causada pela utilização de diferentes datas verticais 

geodésicos. Isto explica os maiores problemas associados aos erros de comissão nestes tipos 

de modelos. 

Esta dissertação irá utilizar os modelos globais geopotenciais combinados, EGM2008 

(Earth Gravitational Model 2008), EIGEN-6C4 (European Improved Gravity Model the 

Earth by New Teqchniques) e GECO (Combining GOCE data and EGM2008) para a 

realização das análises junto a RAFB. Estes modelos geopotenciais foram escolhidos por 

serem os modelos globais do geopotencial, com os melhores resultados de precisão para o 

Brasil conforme verificado no sítio do ICGEM. Também serão realizadas comparações entre 

as respostas dos modelos geopotenciais citados com o modelo de ondulação geoidal oficial 

Brasileiro MAPGEO2015, este classificado também como um modelo geopotencial 

combinado. As apresentações de cada modelo encontram-se na próxima seção. 

 

 

3.2.2.1 MODELO DO GEOPOTENCIAL GLOBAL EGM2008 

 

 

De acordo com Pavlis et al. (2008), o modelo geopotencial EGM2008 é considerado 

como o melhor resultado obtido em termos de combinação de dados gravimétricos advindos 

de fontes diversas. O modelo é completo até o grau 2.190 e ordem 2.159 em termos dos 

coeficientes harmônicos esféricos, tendo uma resolução espacial de aproximadamente 9 km 

para os funcionais do campo de gravidade. 
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Este modelo foi disponibilizado no ano de 2008 e elaborado pela NGA (National 

Geospatial-Intelligence Agency) com objetivo de atingir uma acurácia global do geoide em 

torno de 15 cm. Para isso foram utilizadas as mais precisas fontes de dados gravimétricos 

mundiais disponíveis nas áreas dos continentes, oceanos, de veículos espaciais e de missões 

gravimétricas por satélites, citando como principal elemento desta composição os satélites da 

missão GRACE. 

Segundo Refag (2010), o EGM2008 tem se mostrado como uma das melhores bases 

de dados para a formação de um SGA (Sistema Global de Altitudes), bem como para servir 

de base para outros modelos geopotencias, como por exemplo, os outros modelos abordados 

nesta dissertação.  

 

 

3.2.2.2 MODELO DO GEOPOTENCIAL GLOBAL EIGEN-6C4 

 

 

O modelo geopotencial EIGEN-6C4, é um modelo geopotencial, advindo 

originalmente do modelo EGM2008, sendo disponibilizado no ano de 2014. Foi elaborado em 

conjunto pela agência GFZ Potsdam e GRGS Toulouse. As técnicas de junção dos diferentes 

conjuntos de dados de satélites e dados de superfície foram feitas por uma combinação de 

equações de observações para os coeficientes harmônicos esféricos até o grau máximo 370. 

Uma descrição detalhada das técnicas aplicadas para a geração deste modelo geopotencial 

global, pode ser encontrada em Forste (2012). 

A solução resultante para o grau e ordem 370 foi estendida para grau e ordem 2.190 

por uma solução diagonal de bloco utilizando a malha de dados da anomalia de gravidade 

global do modelo DTU10 (Technical University of Denmark) que constitui em um modelo 

global de marés oceânicas. Detalhes sobre a solução diagonal de bloco realizada, bem como 

sobre o modelo DTU10, podem ser encontrados em Youngcun e Ole (2011). 
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3.2.2.3 MODELO DO GEOPOTENCIAL GLOBAL GECO 

 

 

Este modelo do geopotencial global advém da combinação do modelo EGM2008 

com dados provenientes da missão gravimétrica GOCE, tendo sido disponibilizado no 

ano de 2015. A combinação deste modelo é realizada em termos dos valores da ondulação 

geoidal (N) sobre uma grade regular em áreas locais.  

Esta combinação de áreas é repetida diversas vezes gerando uma sobreposição de 

todo o globo terrestre. Em seguida, é executada uma análise dos coeficientes harmônicos 

esféricos do modelo combinado. Esta combinação é feita até o grau máximo 359 

correspondente a resolução de 0,5° x 0,5°. Após este procedimento, o modelo é expandido 

até o grau 2.159 usando o modelo EGM2008 como base para os curtos comprimentos de 

onda. Detalhes da elaboração do modelo geopotencial combinado GECO são encontrados 

em ISG (2015). 

 

 

3.2.2.4 MODELO DE ONDULAÇÃO GEOIDAL PARA O BRASIL (MAPGEO2015) 

 

 

Lançado em novembro de 2015, o modelo MAPGEO2015 elaborado pelo IBGE 

em parceria com a USP é atualmente o modelo geoidal oficial para o Brasil. Este modelo 

abrange a área compreendida pelas latitudes de 6º Norte e 35º Sul e pelas longitudes de 75º 

Oeste e 30º Leste, referenciado ao SIRGAS 2000 (Sistema de referência Geocêntrico para as 

Américas). A FIG. 3.6, traz a área de abrangência do modelo geoidal para o Brasil. 
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FIG.3. 6 Novo modelo de ondulação geoidal para o Brasil (IBGE, 2015). 

 

Para a concepção do modelo MAPGEO 2015 foram utilizadas diversas fontes de 

dados, tais como o modelo digital de elevação SAM3s_v2, o qual baseia-se no SRTM – 

(Shuttle Radar Topography Mission) (FARR et. al, 2007). Este contribui com os valores de 

altitude utilizados para o cálculo da anomalia de gravidade de Bouguer completa. 

A grade de 5’ das anomalias ar livre médias foi completada na região oceânica com 

as anomalias derivadas do modelo de altimetria por satélite DTU10 (YOUNGCUN e OLE, 

2011). De acordo com o IBGE (2015), as componentes de curto comprimento de onda 

foram estimadas através do uso da transformada rápida de Fourier (FFT - Fast Fourier 

Transform) usando a modificação do núcleo de Stokes proposta por Fearthestone (2002).  

O modelo geopotencial utilizado como referência para remover as componentes de 

médios e longos comprimentos de onda da anomalia de Helmert e para repor no final as 
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mesmas componentes na ondulação geoidal, técnica esta denominada ”remover- calcular-

repor”, foi o modelo EIGEN- 6C4, truncado no grau e ordem 200 (IBGE, 2015). Detalhes 

sobre o uso da transformada rápida de Fourier e da técnica remover – calcular- repor, podem 

ser encontrados em Sideris (1997). 

A validação do MAPGEO2015 se deu utilizando como referência as “ondulações 

orto-normais”, obtidas pela diferença entre as altitudes normais-ortométricas oriundas do 

nivelamento geométrico de 592 RNs e as respectivas altitudes elipsoidais referidas ao 

SIRGAS2000, obtidas por técnica GNSS, conforme mostra a FIG. 3.7 (IBGE, 2015). 

 

 

FIG.3. 7 Mapa das diferenças entre GNSS/RN e o MAPGEO2015 (IBGE, 2015). 

 

Os 592 pontos selecionados para a validação do MAPGEO2015 foram 

criteriosamente selecionados pelo IBGE através de estudos realizados na RAFB, onde foram 

identificadas as conexões que faziam parte de linhas de nivelamento fechadas, 

consequentemente, tendo valores ajustados das altitudes. Os pontos das linhas de 
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nivelamento fechadas formam a base crucial para a validação dos experimentos aqui 

testados, sendo disponibilizadas pelo IBGE. Conforme mencionado na seção 3.1.1 cada 

ponto possui suas respectivas informações, visto que agora é somente acrescida a 

informação sobre a ondulação geoidal   de cada ponto, fornecido pelo cálculo da funcional 

no MAPGEO2015. 

 

 

3.2.3    MODELOS GLOBAIS DO GEOPOTENCIAL ADAPTADOS 

 

 

São modelos que realizam uma adaptação em um determinado modelo mais geral 

para uma determinada região, por meio da inserção de uma maior quantidade de dados 

locais, obtendo uma maior resolução espectral na região onde os dados inseridos estão 

contidos. Estes modelos possuem de médio a alto erro de comissão devido a grande 

heterogeneidade das bases de dados utilizadas, bem como das diferentes incertezas dos 

referencias utilizados. Porém possuem um médio erro de truncamento (FEATHERSTONE, 

2002). 

 

 

3.3  SISTEMAS DE MARÉS TERRESTRES 

 

 

 

A maré terrestre é o resultado da interação gravitacional da Terra com a Lua e o Sol 

(bem como outros planetas), resultando em esforços diferenciais bastante significativos, que 

produzem deformações na crosta terrestre e variações no campo de gravidade (e.g., 

DALAZOANA, 2005). Considerando a Terra como um corpo passível de deformações, as 

influencias das marés terrestres em termos de variações altimétricas podem chegar a 50 cm. 

Estas deformações produzem redistribuição de massas e por consequências uma alteração no 

valor do geopotencial para um dado ponto sobre a superfície terrestre. 

O sistema de mares terrestre é um importante aspecto a ser considerado na obtenção 

dos parâmetros derivados dos modelos geopotenciais. De acordo com Eckman (1989), é 
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proposto três sistemas de mares, a saber: 

 

a) Sistema livre-de-maré (non-tidal ou tide-free): nesse sistema são eliminados 

completamente os efeitos da deformação e os efeitos diretos e indiretos do potencial 

associados à maré permanente; 

b) Sistema de maré-média (mean tide): neste sistema permanecem os valores médios 

das deformações da crosta Terrestre e do seu efeito sobre o potencial da gravidade, 

associados à maré permanente; 

c) Sistema de maré-zero (zero tide): nesse sistema é usado somente no campo de 

gravidade. São eliminados os efeitos diretos do potencial gerador da maré 

permanente sobre o potencial da gravidade e mantidos os seus efeitos indiretos. 

Segundo Freitas et. al. (2011), os sistemas de altitudes usualmente estão em um 

sistema de marés indefinidos, mesmo que haja relatos de autores argumentando a utilização 

do sistema de maré-média. No entanto, caso não tenha sido realizada correções devido ao 

efeito de marés, assume-se que os efeitos médios (permanente e temporal) estão presentes 

nas altitudes vinculadas a um datum vertical qualquer. Ou seja, assume-se em princípio que o 

sistema de marés aos quais as altitudes estão reduzidas seja o sistema maré-média. Vale 

ressaltar que até o término desta pesquisa não houve manifestação por parte do IBGE, sobre 

o sistema de marés utilizado pelo MAPGEO2015. Porém, considerando que o mesmo seja 

destinado a usuários GNSS para a determinação de altitudes, assume-se aqui que o mesmo 

esteja no sistema livre-de-marés. 

Para efeito desta pesquisa, foi empregada a seguinte abordagem para transformação 

entre os sistemas de marés terrestres livre-de-maré e maré-média (FERREIRA e FREITAS, 

2012): 

2

livre-de-maré maré-média

3 1
(1 ) 0.198 sen

2 2
H H k h 

   
        

   
, EQ. 3.4 

em que k  e h  são os números de Love com valores 0.3 e 0.6, respectivamente, e   é a 

latitude geocêntrica. A mesma pode ser calculada por: 

2

arctan tan
b

a
 

  
   

   

,    EQ. 3.5 

em que   é a latitude geodésica, a  e b  são, respectivamente, o semi-eixo maior e menor do 
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elipsóide de referência. 
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4  METODOLOGIA PARA INDICAÇÃO DE ADERÊNCIA DA RAFB 

ÀS ALTITUDES FÍSICAS 

 

 

 

4.1  METODOLOGIA PARA ANÁLISE DA ADERÊNCIA DA RAFB AS 

ALTITUDES FÍSICAS 

 

 

Diante de todo o exposto nos capítulos anteriores, percebe-se que até mesmo o órgão 

gestor da RAFB não traduz de forma correta os conceitos aqui abordados sobre as altitudes 

cientificas. Tendo em vista a grande miscelânea de definições decorrentes do tratamento dos 

dados por meio do IBGE, houve a necessidade de interpretar os dados adquiridos na forma 

conceitual correta. Essa interpretação fez com que as definições do IBGE quanto à diferença 

da conexão SAT/RN e, principalmente, a denominação da RN como altitude ortométrica 

fossem totalmente abandonadas nesta pesquisa.  

Como visto na seção 2.7.5, o sistema de altitudes do Brasil é formado por altitudes do 

tipo normal-ortométrica e não altitutes ortométricas. Logo a diferença entre a conexão 

SAT/RN também não pode ser chamada de altura geoidal. Em Ferreira (2011), foi proposto 

chamar a diferença entre altitude elipsoidal e altitude normal-ortométrica como “altura ou 

ondulação geoidal-normal”, note que o termo se encontra ente aspas indicando à necessidade 

de uma reflexão sobre a denominação mais adequada para expressar esta diferença. Esta 

dissertação vem tratando esta mesma diferença como “ondulação orto-normal”, visto as 

superfícies envolvidas para o cálculo deste afastamento. 

Esclarecidos os tópicos anteriores, a proposta metodológica dessa dissertação pode ser 

explanada em quatro etapas descritas a seguir, lembrando que estes cálculos foram feitos para 

as 592 conexões SAT/RN: 

1. determinação da anomalia da altitude () e da ondulação geoidal ( ) dos três modelos 

geopotencias globais utilizados, EGM2008, EIGEN-6C4 e GECO. 

2. determinação das altitudes ortométricas e altitudes normais para os três modelos 

geopotencias globais utilizados, EGM2008, EIGEN-6C4 e GECO e cálculo da altitude 

ortométrica para o MAPGEO2015, comparando as altitudes ortométricas obtidas 
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através dos quatro modelos utilizados; 

3. determinação das diferenças entre as altitudes normais-ortométricas da RAFB (já 

compatibilizadas para o sistema livre-de-marés), em relação as altitudes ortométricas e 

altitudes normais dos modelos geopotenciais globais. 

4. cálculo da acurácia dos modelos apresentados e aplicação do critério 

semelhança/dessemelhança para analisar a aderência da RAFB em relação as 

superfícies geoidais ou quase geoidais. O fluxograma (FIG. 4.1) mostra a metodologia. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG.4. 1 Abordagem proposta para a análise da aderência da RAFB às altitudes físicas (O Autor, 2016). 
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4.2  AQUISIÇÃO DE DADOS 

 

 

A aquisição dos dados referentes à RAFB e o MAPGEO2015 utilizados nesta 

dissertação foram obtidos de forma gratuita, por meio do sítio do IBGE. Os dados estão 

disponibilizados por meio de uma tabela contendo as informações relevantes das 592 

conexões SAT/RN, dispostas no ANEXO “A”.  

Nesta tabela estão contidas as seguintes informações acerca das conexões: número 

identificador da RN; número identificador SAT; região do Brasil; Estado; latitude ( ); 

longitude ( ); valor da altitude normal-ortométrica (   ); valor da altitude elipsoidal ou 

geométrica ( ); diferença na conexão ( ); ondulação geoidal do MAPGEO2015 ( ); 

discrepâncias na diferença da conexão em relação ao MAPGEO2015 (   ); e por fim o 

endereço do SAT no banco de dados do IBGE, onde é vista a monografia da conexão. 

Referentes aos coeficientes harmônicos esféricos dos modelos geopotencias globais 

EGM2008, EIGEN-6C4 e GECO, estes foram obtidos também de forma gratuita através do 

sítio do ICGEM e encontram-se disponíveis no ANEXO “B”. 

Cabe ressaltar que os processamentos dos dados foram realizados no programa 

computacional MATLAB, com as respectivas rotinas para os cálculos das anomalias da 

altitude, bem como do afastamento entre o geoide e o quase geoide, utilizando os modelos 

matemáticos apresentados nas seções 2.5 e 2.7.5.   

 

 

4.3  DEFINIÇÃO DO SISTEMA GEODÉSICO DE REFERÊNCIA 

 

 

Faz-se necessário a definição do elipsoide de referência que será utilizado para todos 

os casos abordados nesta dissertação. Para tal, foram adotados os parâmetros do elipsoide 

GRS80 (Geodetic Reference System 1980), empregado no SIRGAS2000 (Sistema de 

Referência Geocêntrico das Américas), conforme observado na TAB. 4.1. O elipsoide GRS80 

foi utilizado, pelo fato deste ser à base do SIRGAS2000, atual SGR (Sistema Geodésico de 

Referência), na época 2000,4 do SGB (Sistema Geodésico Brasileiro). 
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TAB 4. 1 Constantes físicas e geométricas do elipsoide GSR80 (O Autor, 2016). 

Constantes Valores 

 

 

Físicas 


 
 9,7803267715      


 
 9,8321863685      

  0,00344978600308 

   62636860,85     

   3.986.005x          

 

Geométricas 

  6.378.137,000 m 

  6.356.752,3141 m 

  0,003352581068118 

 

onde 
 
 é a gravidade normal no equador, 

 
é a gravidade normal no polo,    é o 

potencial gravitacional da Terra normal,    é a constante gravitacional geocêntrica,   é o 

semieixo maior do elipsoide,   é o semieixo menor do elipsoide e   o achatamento 

(MORITZ, 2000). 
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5 RESULTADOS E ANÁLISES 

 

 

 

5.1 COMPATIBILIZAÇÃO DOS SISTEMAS DE MARÉS TERRESTRES 

 

 

 Torna-se essencial definir desde o início, qual será o tratamento para os sistemas de 

marés, os quais as conexões SAT/RN, sofrerão a redução. Isso porque para a componente 

vertical (altitude), as diferenças entre os modelos podem chegar a 10 cm (considerando o 

território brasileiro de norte a sul), o que implica em uma diferença altamente significativa 

para o problema (DALAZOANA, 2005). Logo, conforme mencionado na seção 3.3, o sistema 

de marés terrestres que será utilizado nesta dissertação, será o do tipo “livre-de-marés”. Digno 

de nota é apesar da Associação Internacional de Geodésia (IAG, International Association of 

Geodesy) recomendar o sistema maré-zero, adotou-se aqui o sistema livre-de-marés devido 

aos usuários GPS. Além do mais, como as comparações aqui realizadas são relativas, o 

sistema de marés adotado não compromete as conclusões (desde que todas as grandezas 

envolvidas estejam reduzidas ao mesmo sistema). 

 Para o conjunto das 592 conexões da RAFB foi aplicado o modelo matemático da EQ. 

3.4 (seção 3.3) levando em consideração a latitude ( ) de cada ponto em questão (FIG. 5.1).  
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FIG. 5. 1 Diferenças entre as altitudes no sistema livre-de-marés e no sistema maré-média (O Autor, 2016). 

  

Percebe-se na FIG. 5.1 que as reduções sofridas nas altitudes apresentam valores até 7 cm em 

sua amplitude máxima próximo ao Equador e ao mínimo de 1 cm próximo a latitude 33º Sul. 

Estes valores apresentados na FIG. 5.1 foram usados para reduzir as altitudes normal-

ortométricas do sistema maré-média       para o sistema livre-de-maré      . Este 

procedimento faz-se necessário para uma correta comparação entre as grandezas envolvidas, 

i.e., altitudes normal-ortométricas, altitudes elipsoidais, e alturas geoidais (ou anomalias de 

altitudes). Os resultados das reduções obtidas para cada conexão, bem como os valores das 

RNs compatibilizadas para o sistema livre-de-marés, encontram-se no ANEXO “A”. 

 

 

5.2 UTILIZAÇÃO DOS MODELOS GEOPOTENCIAS 

 

 

Conforme mencionado na seção 3.2.2, foram utilizados os modelos geopotenciais 

globais EGM2008, GECO e EIGEN-6C4. Todos estes modelos estão completos até o grau 

2.159 dos coeficientes harmônicos esféricos e possuem valores diferentes de precisão para 

cada local do globo Terrestre. A TAB. 5.1, fornece algumas informações interessantes a 
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respeito das precisões de cada modelo quando utilizados em território Brasileiro. Estas 

precisões foram obtidas através da validação dos modelos em 1.112 conexões SAT/RN, 

dispostas no Brasil mostradas através do sítio do ICGEM. 

 

TAB. 5. 1 Informações sobre os modelos geopotenciais utilizados (ICGEM, 2016). 

Modelo Ano      
Precisão para o Brasil 

Testado em (1.112 conexões) 

Precisão Global Testado em 

(12.036 conexões) 

EGM2008 2008 2.159 0,460 m 0,239 m 

EIGEN-6C4 2014 2.159 0,446 m 0,236 m 

GECO 2015 2.159 0,451 m 0,237 m 

 

A utilização de um modelo geopotencial para o cálculo dos funcionais do campo da 

gravidade pode ser realizada a cada grau do desenvolvimento em coeficientes harmônicos 

esféricos, i.e., conforme o seu espectro (FERREIRA, 2011). Com base nessa afirmação, é 

possível calcular o desvio padrão de cada modelo do geopotencial, em função do avanço do 

seu espectro em coeficientes harmônicos esféricos. Para tanto, foi necessário calcular o valor 

da anomalia de altura, para cada grau de expansão dos harmônicos esféricos, ou seja, cada 

modelo geopotencial obteve 2.159 resultados ( 2, ,2.160n  ) para a anomalia de altura em 

cada uma das 592 conexões SAT/RN, encontradas no ANEXO “C”. Em função das respostas 

de  , foram calculadas as curvas de desvios padrão de grau em grau, para os três modelos 

geopotenciais globais, conforme mostra a FIG. 5.2. 
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FIG. 5. 2 Desvio padrão em função do grau dos coeficientes harmônicos esféricos (O Autor, 2016). 

 

A FIG. 5.2 mostra a redução do valor do desvio padrão conforme a evolução dos 

coeficientes harmônicos esféricos na expansão de cada modelo geopotencial global. Com 

relação ao MAPGEO2015, percebe-se que o desvio padrão do modelo é constante e consta no 

gráfico somente para comparação com os modelos globais, visto que o modelo não é 

representado em termos dos coeficientes harmônicos esféricos, por esse motivo o desvio 

padrão permanece igual ao longo dos graus de desenvolvimento. É importante atentar para a 

estabilização do desvio padrão dos modelos geopotenciais, conforme a evolução dos 

coeficientes harmônicos esféricos. Essa informação é de muita relevância, pois realizando 

essa análise, podem ser evitados problemas de truncamento em modelos geopotenciais 

combinados, ou seja, a combinação de um novo modelo pode ser feita em um grau do 

harmônico esférico que já possua estabilidade. Por exemplo, para o cálculo do geoide local 

(e.g., MAPGEO2015) usando a técnica da decomposição espectral (remove-restore), bastaria 

truncar o MGG (Modelo Global do Geopotencial) nos longos comprimentos de ondas em 

função do menor desvio padrão. Nota-se também a superioridade dos modelos baseados nos 

dados da missão GOCE (e.g., GECO) em comparação a modelos baseados na missão GRACE 

(e.g., EGM08). 

Conforme dito na seção 3.1.2, os modelos GECO e EIGEN-6C4 foram desdobrados do 
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modelo EGM2008. Verificando a questão da estabilização do modelo, na FIG. 4.3, observa-se 

que até aproximadamente o grau 720 do EGM2008 ocorre um ganho significativo na precisão 

do modelo. Porém, conforme a expansão dos harmônicos esféricos avança, não são obtidas 

melhorias significativas da precisão. Logo, isto mostra um esforço computacional do modelo 

sem agregar mais precisão aos resultados já alcançados no grau 720. É importante comentar 

que a falta de ganho do modelo EGM2008 sobre o território brasileiro (descrito pelas 592 

estações SAT/RNs) além do grau 720 deve-se ao fato dos valores de gravidade terrestres 

terem sido usados em uma resolução espacial de 15 minutos, o que equivale a uma resolução 

espectral até o grau 720. Do grau 721 até o grau máximo (2190), foram empregados gravidade 

calculadas com base na técnica RTM (residual terrain modelling, modelagem residual do 

terreno), para maiores detalhes recomenda-se Pavlis et al. (2012). 

Já para os modelos GECO e EIGEN-6C4, ambos são muito similares em seu 

comportamento, principalmente por ambos terem dados da missão gravimétrica GOCE e por 

terem sido desdobrados do EGM2008. Tendo em vista que podem ser encontrados 2.159 

valores de qualquer funcional do campo de gravidade para cada uma das 592 conexões 

SAT/RN, padronizou-se a utilização apenas do grau máximo (    ) para calcular as 

funcionais descritas nas próximas seções. Esta padronização está em consonância com a 

complexidade de resposta espectral de cada modelo (FIG. 4.3). 

 

 

5.2.1 DETERMINAÇÃO DAS ANOMALIAS DA ALTURA 

 

 

 A determinação da anomalia da altura se dará para os MGG’s EGM2008, GECO e 

EIGEN-6C4, calculadas sobre a superfície terrestre. Faz-se necessário mencionar que o 

MAPGEO2015 não será convertido para quase-geoide, visto que este modelo é preparado 

apenas para fornecer os dados das ondulações geoidais.  

Seguindo o modelo da EQ. 2.27 (seção 2.5) foram calculadas as 592 anomalias de 

altitudes, com base nos três modelos geopotenciais anteriormente citados. Os resultados 

encontrados de  , foram utilizados para proceder ao cálculo das altitudes normais   , 

conforme apresentado na EQ. 2.41 (seção 2.7.4). 

O objetivo na determinação da   é de se chegar aos valores das altitudes normais para 
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cada uma das 592 conexões. Tanto os valores de   quanto os valores das altitudes normais 

para cada modelo geopotencial encontram-se disponíveis no ANEXO “A”. 

 

 

5.2.2 DETERMINAÇÃO DAS ONDULAÇÕES GEOIDAIS 

 

 

A ondulação geoidal   foi determinada para as 592 conexões SAT/RN calculando 

numericamente o afastamento entre o geoide e o quase-geoide, para os três MGG’s. A 

determinação deste funcional do campo de gravidade se dará para os MGG’s EGM2008, 

GECO e EIGEN-6C4, através da combinação das EQ. 2.45 e EQ. 2.47 (seção 2.7.5). 

Após a determinação da ondulação geoidal, os resultados obtidos de ( ), foram 

utilizados para proceder ao cálculo das altitudes ortométricas (  ), conforme apresentado na 

EQ. 2.40 (seção 2.7.4). A EQ. 2.40, foi utilizada uma vez que já estavam disponíveis os 

valores da altitude elipsoidal ou geodésica ( ) de cada conexão, inserindo também as 

ondulações geoidais calculadas. 

Portanto o objetivo na determinação da ( ) é de se alcançar os valores das altitudes 

ortométricas para cada uma das 592 conexões. Os valores de ( ) e os valores das altitudes 

ortométricas obtidas para cada modelo geopotencial, encontram-se disponíveis no ANEXO 

“A”. 

 

 

5.3 ANÁLISE DAS RESPOSTAS DOS MODELOS GEOPOTENCIAIS 

 

 

Tendo sido determinadas as altitudes ortométricas e altitudes normais, para cada uma 

das 592 conexões SAT/RN, deu-se início as análises comparativas dentre as respostas 

alcançadas utilizando os três modelos geopotencias citados. Esta análise será divida em dois 

segmentos distintos: o primeiro se dará em uma amplitude nacional e o segundo em uma 

amplitude regional. Todos esses procedimentos visam aludir sobre a hipótese básica de a 

RAFB estar mais aderente ou próxima das altitudes do tipo ortométrica ou do tipo normal. 
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5.3.1 ANÁLISE NACIONAL 

 

 

Para iniciar a análise nacional, serão determinados respectivamente os seguintes 

parâmetros estatísticos: desvio padrão (σ); média ( ̅); amplitude máxima (máx.); amplitude 

mínima (mín.); Estes parâmetros foram calculados, em função da amostra que representa a 

diferença entre as altitudes normais-ortométricas da RAFB em relação às altitudes 

ortométricas e altitudes normais determinadas para os modelos EGM2008, EIGEN-6C4 e 

GECO, conforme demonstram as EQ’s. 5.1 e 5.2. 

 

                                                                                                      EQ. 5.1 

 

                                                                                                      EQ. 5.2 

 

Com base nos parâmetros estatísticos obtidos, faze-se necessário a realização de um 

teste estatístico para auxiliar na tomada de decisão acerca da proximidade da RAFB, quando 

analisada em nível nacional, de um dos tipos de altitudes envolvidas. Para tal, foi realizado o 

teste “T” pareado, pois os dados amostrais referem-se as diferenças encontradas 

(MONTGOMERY, 2016). A aplicação do teste “T” pareado permitiu verificar se os dados 

amostrados fornecem evidência suficiente para que se possa aceitar como verdadeira a 

hipótese da pesquisa, a qual analisa se existe tendência significativa nas amostras relativas as 

altitudes ortométricas e altitudes normais, quando comparadas as altitudes normais-

ortométricas, admitindo-se um nível de confiança de 95%. Logo existe a precaução, em 

demonstrar que as diferenças observadas nos dados não são meramente casuais. 

A escolha do teste “T” pareado justifica-se pelo fato das amostras representarem o 

mesmo fenômeno, logo para saber se as respostas dos modelos são satisfatórias, estas não 

podem sofrer desvios em relação ao padrão (para esta dissertação o padrão são as informações 

SAT/RNs) ou entre elas. Logo analisando as diferenças das médias, consegue-se verificar o 

afastamento entre o modelo e o padrão, uma vez que tanto o teste ”T” quanto a curva normal, 

podem ser utilizadas em amostras numerosas (n > 30), neste caso, n = 592. A EQ. 5.3, 

expressa o cálculo de do teste “T”, observado na TAB. 5.2 (MONTGOMERY, 2016). 
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 ̅

(
 

√ 
)
                                                           EQ. 5.3 

 

TAB. 5. 2 Parâmetros estatísticos dos modelos geopotenciais na avaliação nacional (O Autor, 2016). 

Parâmetros EGM2008 EIGEN-6C4 GECO MAPGEO2015 

                                                 

σ 0,263 m 0,266 m 0,180 m 0,187 m 0,179 m 0,186 m 0,167 m 

 ̅ -0,026 m 0,004 m -0,034 m -0,004 m -0,027 m 0,003 m 0,000 m 

máx. 2,886 m 2,909 m 1,062 m 1,100 m 1,143 m 1,116 m 0,495 m 

mín. -2,460 m -2,437 m -0,704 m -0,699 m -0,788 m -0,782 m -0,486 m 

“T” crítico 1,96 1,96 1,96 1,96 1,96 1,96 1,96 

 “T” 

calculado 

2,40 0,37 4,59 0,52 3,67 0,39 0,00 

 

 

De acordo com a TAB. 5.2 percebe-se que existe diferença significativa a nível de 5% 

de significância entre as altitudes normais e as altitudes normais-ortométricas da RAFB, 

mostrado pelo teste “T” e ocorrem em todos os modelos. Para as altitudes ortométricas não 

houve tendência significativa quando comparadas em relação as altitudes normais-

ortométricas. 

Após a determinação do teste “T”, de forma independente foram calculados os valores 

de acurácia para as amostras em questão, a fim de correlaciona-las com o critério 

semelhança/dessemelhança. Vale ressaltar que a acurácia visa indicar a qualidade de uma 

grandeza observada ou parâmetro estimado, sendo a análise da acurácia expressa pela EQ. 5.4 

a seguir (MONICO et al., 2009). 

 

                                                                   √  ̅                                             EQ. 5.4 

 

Os resultados da acurácia para a amostra nacional estão dispostos na TAB. 5.3 

 

TAB. 5. 3 Acurácia para os modelos geopotenciais na avaliação nacional (O Autor, 2016). 

Parâmetro EGM2008 EIGEN-6C4 GECO MAPGEO2015 

                        

Acurácia (m) 0,264 0,266 0,183 0,187 0,181 0,186 - 0,167 

 

 

A TAB. 5.3, mostra que para os três modelos geopotenciais globais utilizados, a 

acurácia das altitudes normais é superior a acurácia das altitudes ortométricas. É importante 

ressaltar que o MAPGEO2015 não possuiu valor de acurácia calculado para as altitudes 

normais, pelo fato deste modelo fornecer a ondulação geoidal, logo não se deve calcular outra 
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altitude com base neste modelo, que não seja a altitude ortométrica. Na verdade, carece de 

informações de como foram convertidos os longos comprimentos de ondas do quase-geóide 

para geóide quando do uso do modelo EIGEN-6C4 na elaboração do MAPGEO2015. 

Normalmente os coeficientes harmônicos esféricos dos modelos do geopotencial são 

calculados com base na teroria de Molodenskii, para maiores detalhes, consulte (PAVLIS et 

al., 2012). 

Ademais, percebe-se que para todos os modelos houve um padrão de resposta, 

identificando, a priori que a RAFB, tende a proximidade das altitudes do tipo normais. 

 

 

5.3.1.1 APLICAÇÃO DO CRITÉRIO SEMELHANÇA/DESSEMELHANÇA 

 

 

Em Ferreira e de Freitas (2012), foi sugerido a aplicação de um critério de 

semelhança/dessemelhança para a verificação da tendência da RAFB ser mais aderente às 

altitudes ortométricas ou altitudes normais. O critério consiste em analisar o quantitativo de 

pontos tendentes para as altitudes ortométricas e para as altitudes normais (EQ. 5.5), em 

função das diferenças entre a “ondulação orto-normal”   e a anomalia da altitude , em 

relação à diferença entre a “ondulação orto-normal”   e a ondulação geoidal   (EQ. 5.6).  

 

on n

on o

0 (quase-geoide)
se 

0 (geoide)

H H

H H





   


  
, EQ. 5.5 

 

em que   é dado como: 

N       . EQ. 5.6 

 

Este critério realiza uma verificação pontual, ou seja, cada uma das 592 conexões será 

avaliada separadamente. O estabelecimento da tendência nacional, será efetuada pelo maior 

número de conexões que estiverem próximas ao quase-geoide, indicando a proximidade da 

altitude normal, e pelo maior número de conexões que estiverem próximas ao geoide, 

indicando a proximidade da RAFB a altitude ortométrica. A TAB. 5.4, mostra os resultados 

alcançados, utilizando o critério semelhença/dessemelhança.  

TAB. 5. 4 Respostas dos MGG’s ao critério semelhança/dessemelhança na avaliação nacional (O Autor, 2016). 
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Parâmetro EGM2008 EIGEN-6C4 GECO 

                  

Nº de conexões e 

Porcentagem 

259 

43,75% 

282 

47,64% 

269 

45,44% 

274 

46,29% 

269 

45,44% 

270 

45,61% 

Nº de conexões 

com d=0 e 

Porcentagem 

51 

8,61% 

49 

8,27% 

53 

8,95% 

 

Percebe-se na TAB. 5.4 que existe uma tendencia de repostas a proximidade da RAFB 

para as altitudes ortométricas quando a avaliação é feita pelos modelos EGM2008, EIGEN-

6C4 e GECO. Também é possível notar que a diferença entre o número de conexões tendentes 

para as altitudes ortométricas, vai reduzindo conforme a evolução dos modelos geopotenciais, 

uma vez que estes foram elaborados nos anos de 2008, 2014 e 2015 respectivamente.  

Em função das respostas apresentadas, selecionou-se o modelo GECO para plotagem 

dos valores do critério semelhança/dessemelhança , visto que foi o modelo com o menor 

quantitativo de diferenças entre as conexões tendentes para as altitudes normais e ortométricas 

(FIG. 5.3).   

 

 

FIG. 5. 3 Conexões tendentes ao geoide e quase-geóide em função das altitudes para o MGG GECO (O Autor, 

2016). 

Percebe-se pelas FIG. 5.3 que existe um alto indício de correlação entre o afastamento 

da RAFB tanto para a altitude normal quanto para a altitude ortométrica, conforme as 

conexões elevam-se em valores de altitude. Ou seja, quanto maior a elevação de um ponto de 

conexão testado, a tendência é que o afastamento entre o quase-geoide e o geoide seja 
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superior em relação aos pontos de menores altitudes. 

 

 

5.3.2 ANÁLISE REGIONAL 

 

 

Tendo sido finalizada a análise nacional da RAFB, deu-se início as análises 

comparativas dentre as respostas alcançadas utilizando os três modelos globais geopotenciais 

citados para as regiões do Brasil. Vale ressaltar que para a análise regional o modelo de 

ondulação geoidal do Brasil, o MAPGEO2015, será utilizado apenas às questões referentes às 

altitudes ortométricas, conforme mencionado na seção 3.2.2.4. As análises por regiões foram 

realizadas nos mesmos moldes da análise nacional (seção 4.6.1 e 4.6.1.1), ou seja, empregou-

se a mesma metodologia de cálculos e ações, para determinar a proximidade da RAFB 

regionalmente, apenas alterando para cada região o tamanho da amostra, conforme descrita na 

seção 3.1.1. 

Foram determinados os parâmetros estatísticos para os modelos geopotenciais 

EGM2008, EIGEN-6C4 e GECO, referentes às altitudes do tipo ortométrica e do tipo normal, 

para cada região do Brasil, conforme apresentados nas TABs 5.5, 5.6 e 5.7. 

 

TAB. 5. 5 Parâmetros estatísticos do MG EGM2008 na avaliação regional (O Autor, 2016). 

 

 

Parâmetros 

Modelo Geopotencial EGM2008 

Região 

Centro-Oeste 

Região 

Nordeste 

Região 

Norte 

Região 

Sudeste 

Região 

Sul 

                              

σ (m) 0,524 0,525 0,134 0,135 0,290 0,286 0,178 0,181 0,126 0,120 

 ̅ (m) 0,083 0,131 -0,082 -0,067 0,143 0,153 -0,048 -0,007 0,025 0,063 

máx. (m) 2,886 2,909 0,383 0,384 0,719 0,722 0,421 0,455 0,425 0,426 

mín. (m) -2,460 -2,437 -0,920 -0,868 -0,407 -0,402 -0,576 -0,560 -0,287 -0,268 

“T” crítico 1,99 1,99 1,97 1,97 2,08 2,08 1,97 1,97 2,00 2,00 

“T” 

calculado 

1,53 2,42 -9,21 -7,52 2,25 2,46 -3,69 -0,54 1,53 4,10 

 

 

Percebe-se analisando a TAB. 5.5 que o teste “T” indicou que existe diferença 

significativa para as amostras das regiões Nordeste e Norte para ambos os tipos de altitudes. 

Também se observam que houve uma resposta de diferença não significativa do teste para as 

altitudes normais nas regiões Centro-Oeste e Sul. Em relação a região Sul, este resultado pode 

ser correlacionado com a conclusão obtida por Ferreira et al. (2011) acerca do Estado do 
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Paraná (região Sul) com base no modelo EGM2008, ou seja, a aderência das altitudes normal-

ortométrica às altitudes normais. Verifica-se também através da TAB. 5.5 que a única 

resposta que indica aderência em relação à altitude ortométrica é mostrada na região Sudeste. 

TAB. 5. 6 Parâmetros estatísticos do MG EIGEN-6C4 na avaliação regional (O Autor, 2016). 

 

 

Parâmetros 

Modelo Geopotencial EIGEN-6C4 

Região Centro-

Oeste 

Região Nordeste Região Norte Região Sudeste Região Sul 

                              

σ(m) 0,223 0,223 0,137 0,140 0,265 0,262 0,148 0,158 0,124 0,121 

 ̅(m) 0,123 0,171 -0,092 -0,077 0,054 0,067 -0,073 -0,032 0,028 0,066 

máx.(m) 1,062 1,100 0,231 0,287 0,577 0,580 0,348 0,382 0,462 0,463 

mín.(m) -0,536 -0,527 -0,562 -0,518 -0,704 -0,699 -0,482 -0,483 -0,191 -0,191 

“T” crítico 1,99 1,99 1,97 1,97 2,08 2,08 1,97 1,97 2,00 2,00 

“T” 

calculado 

5,36 7,46 -10,11 -8,31 0,93 1,18 -6,77 -2,82 1,72 4,21 

 

Analisando a TAB. 5.6 percebe-se que o teste “T” indicou que existe tendência 

significativa para as amostras das regiões Centro-Oeste, Nordeste e Sudeste para ambos os 

tipos de altitudes. Nota-se que houve uma resposta favorável do teste para as altitudes normais 

e ortométricas na região Norte, única região a apresentar as duas altitudes sem haver 

tendências significativamente diferentes entre as amostras. Para a região Sul, o padrão de 

resposta do modelo EGM2008 e EIGEN-6C4 são mantidos, com indicação favorável do teste 

para a altitude normal.  

 

TAB. 5. 7 Parâmetros estatísticos do MG GECO na avaliação regional (O Autor, 2016). 

 

 

Parâmetros 

Modelo Geopotencial GECO 

Região Centro-

Oeste 

Região Nordeste Região Norte Região Sudeste Região Sul 

                              

σ(m) 0,223 0,225 0,132 0,134 0,262 0,260 0,147 0,155 0,126 0,121 

 ̅(m) 0,138 0,186 -0,084 -0,070 0,048 0,061 -0,067 -0,026 0,029 0,068 

máx.(m) 1,143 1,166 0,233 0,276 0,459 0,472 0,306 0,340 0,503 0,504 

mín.(m) -0,731 -0,722 -0,494 -0,451 -0,788 -0,782 -0,523 -0,464 -0,198 -0,193 

“T” crítico 1,99 1,99 1,97 1,97 2,08 2,08 1,97 1,97 2,00 2,00 

“T” 

calculado 

6,00 8,04 -9,66 -7,86 0,84 1,08 -6,25 -2,32 1,80 4,32 

 

 

De acordo a TAB. 5.7 pode-se verificar que as respostas obtidas nos modelos 

EGM2008 e EIGEN-6C4 são mantidas para o modelo GECO, no que tange ao padrão 

encontrado para a região Sul, indicando à proximidade desta regição as altitudes normais. 

Para a região Nordeste também é observado o mesmo padrão de resposta, indicando que 

extiste tendência significativamente diferente nas amostras das altitudes normais e 
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ortométricas para os três modelos geopotencias. O mesmo resultado é percebido para a região 

Centro-Oeste, nos modelos EIGEN-6C4 e GECO. 

Para a região Norte, o teste “T” indicou o mesmo comportamento para ambos os tipos 

de altitudes no modelo GECO, confirmando a mesma resposta do modelo EIGEN-6C4, 

indicando que não existe tendência significativa para estas amostras em ambos os tipos de 

altitudes. Já para a região Sudeste, o teste indica o mesmo resultado obtido no modelo 

EIGEN-6C4. 

Os mesmos cálculos dos parâmetros foram efetuados para o modelo de ondulação 

geoidal MAPGEO2015, apresentados na TAB. 5.8. 

TAB. 5. 8 Parâmetros estatísticos do MAPGEO2015 na avaliação regional (O Autor, 2016). 

 

 

Parâmetros 

Modelo Geopotencial MAPGEO2015 

Região Centro-

Oeste 

Região Nordeste Região Norte Região Sudeste Região Sul 

                              

σ(m) - 0,145 - 0,163 - 0,216 - 0,133 - 0,147 

 ̅(m) - 0,076 - 0,039 - 0,141 - -0,065 - -0,012 

máx.(m) - 0,339 - 0,495 - 0,482 - 0,279 - 0,413 

mín.(m) - -0,486 - -0,466 - -0,394 - -0,461 - -0,328 

emq(m) - 0,065 - 0,104 - 0,048 - 0,083 - 0,059 

“T” crítico - 1,99 - 1,97 - 2,08 - 1,97 - 2,00 

“T” 

calculado 

- 5,06 - 3,66 - 2,99 - -6,67 - -5,88 

 

Realizando a análise das respostas do teste “T” na TAB. 5.8, percebe-se que nenhuma 

região do Brasil está dentro do limite crítico calculado, portanto verifica-se que existe 

tendência significativa na amostra de todas as regiões do Brasil, quando a análise é efetuada 

utilizando o modelo de ondulação geoidal MAPGEO2015.  

Após as análises estatísticas foram calculadas as acurácias de cada modelo, para cada 

tipo de altitude, nas cinco regiões do Brasil, utilizando o modelo matemático descrito na EQ. 

5.4. Os resultados encontrados estão dispostos na TAB. 5.9.  

 

TAB. 5. 9 Respostas dos MGG’s e do MAPGEO2015 para a acurácia por regiões do Brasil (O Autor, 2016). 

Regiões do 

Brasil 

EGM2008 EIGEN-6C4 GECO MAPGEO2015 

             

                         

Centro-Oeste 0,531 0,541 0,255 0,281 0,262 0,292 - 0,164 

Nordeste 0,157 0,151 0,165 0,160 0,157 0,151 - 0,168 

Norte 0,323 0,324 0,270 0,271 0,266 0,267 - 0,258 

Sudeste 0,184 0,181 0,166 0,161 0,162 0,157 - 0,148 

Sul 0,128 0,135 0,127 0,138 0,129 0,139 - 0,185 
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A partir dos dados da TAB. 5.9 pôde-se representar graficamente, através das FIG’s. 

5.4, 5.5, 5.6 e 5.7, as acurácias encontradas em cada modelo por região do Brasil.  

 

 

FIG. 5. 4 Acurácia por regiões do Brasil do modelo geopotencial EGM2008 (O Autor, 2016). 
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FIG. 5. 5 Acurácia por regiões do Brasil do modelo geopotencial EIGEN-6C4 (O Autor, 2016). 

 

 

FIG. 5. 6 Acurácia por regiões do Brasil do modelo geopotencial GECO (O Autor, 2016). 
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FIG. 5. 7 Acurácia por regiões do Brasil do modelo de ondulação geoidal MAPGEO2015 (O Autor, 2016). 

 

Nota-se que para os três modelos geopotenciais globais existem um padrão de 

acurácia, tendendo a proximidade da RAFB para as altitudes normais nas regiões Centro-

Oeste, Norte e Sul. Houve também o mesmo padrão de respostas, acerca da proximidade das 

altitudes ortométricas, nas regiões Nordeste e Sudeste. Vale lembrar que estas duas últimas 

regiões somadas contribuem com aproximadamente 70% da amostra nacional, na qual houve 

tendência para a altitude ortométrica, conforme demonstrado nas seções 4.6.1. e 4.6.1.1 Para o 

MAPGEO2015, a acurácia se mostrou mais favorável quando sua atuação se dá nas regiões 

Norte, Sudeste e Centro-Oeste, onde o modelo se mostra superior aos demais modelos 

testados.  

Já para as regiões, Nordeste e Sul, o MAPGEO2015, possui os piores resultados dentre 

todos os modelos testados, quando comparados apenas com as respostas das acurácias para as 

altitudes ortométricas. 

Para uma melhor compreensão foram agrupados os dados em termos de acurácia, a 

fim de representar todas as regiões do Brasil com todos os modelos geopotencias utilizados. É 

importante ressaltar que a FIG. 4.9 possui os quatros modelos, visto que as respostas estão 

relacionadas às altitudes ortométricas, já para a FIG. 4.10, apenas o MAPGEO2015, não está 

relacionado, pois os dados referem-se às altitudes normais. 

0,000

0,100

0,200

0,300

0,400

0,500

0,600

CENTRO -
OESTE

NORDESTE NORTE SUDESTE SUL

A
cu

rá
ci

a
 (

m
) 

Regiões do Brasil 

Modelo de Ondulação Geoidal MAPGEO2015 

ALTITUDE
NORMAL

ALTITUDE
ORTOMÉTRICA



 

83 

 

 

 

FIG. 5. 8 Acurácia por regiões do Brasil para as altitudes ortométricas (O Autor, 2016). 

 

É possível perceber na FIG. 4.9 que o modelo de ondulação geoidal oficial do Brasil, 

tem as piores respostas dentre todos os modelos testados, nas regiões Nordeste e Sul, porém 

possui as melhores respostas dentre todos os modelos, quando utilizado nas regiões Centro-

Oeste, Norte e Sudeste.  

 

FIG. 5. 9 Acurácia por regiões do Brasil para as altitudes normais (O Autor, 2016). 
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Para as altitudes normais a FIG. 4.10 mostra a superioridade do modelo geopotencial 

GECO, para as regiões Norte e Sudeste. Para as regiões Centro-Oeste e Sul, o modelo 

EIGEN-6C4 apresenta uma pequena superioridade em relação aos demais. Por fim para a 

região Nordeste, percebe-se que o modelo GECO, apresenta os mesmos resultados observados 

no modelo EGM2008. É importante ressaltar que os modelos EIGEN-6C4 e GECO, foram 

desenvolvidos a partir dos dados do modelo EGM2008, mostrando claramente que essa 

evolução dos modelos geopotenciais vem trazendo resultados satisfatórios, no que tange o 

funcional do campo de gravidade anomalia da altura . 

 

 

5.3.2.1 APLICAÇÃO DO CRITÉRIO SEMELHANÇA/DESSEMELHANÇA  

 

 

Para corroborar com a sequencia dessa pesquisa, novamente será utilizado o critério 

semelhança/dessemelhança para verificação da tendência da RAFB, em um panorama 

regional, ser mais aderente às altitudes ortométricas ou altitudes normais, utilizando os 

modelos matemáticos apresentados pelas EQ’s. 5.5. e 5.6. A TAB. 5.10 mostra os resultados 

alcançados utilizando o critério semelhença/dessemelhança. 

 

TAB. 5. 10 Respostas dos MGG’s ao critério semelhança/dessemelhança na análise regional (O Autor, 2016). 

 

 

Regiões do 

Brasil 

Número de Conexões  

EGM2008 EIGEN-6C4 GECO 

      d=0       d=0       d=0 

Centro-Oeste 71 

75% 

23 

25% 

0 79 

84% 

15 

16% 

0 80 

85% 

13 

14% 

1 

1% 

Nordeste 58 

25% 

136 

59% 

35 

16% 

63 

27% 

133 

58% 

33 

15% 

67 

29% 

127 

55% 

35 

16% 

Norte 11 

52% 

7 

33% 

3 

15% 

10 

47% 

8 

38% 

3 

15% 

11 

52% 

08 

38% 

2 

10% 

Sudeste 82 

43% 

98 

52% 

8 

5% 

76 

40% 

104 

55% 

8 

5% 

73 

39% 

107 

56% 

8 

5% 

Sul 37 

62% 

18 

30% 

5 

8% 

41 

69% 

14 

23% 

5 

8% 

38 

63% 

15 

25% 

7 

12% 

 

Conforme observado na TAB. 5.10, houve um padrão de respostas para os três 

modelos geopotenciais globais analisados. As respostas obtidas tendem a proximidade da 

RAFB para as altitudes normais nas regiões Centro-Oeste, Norte e Sul. Já para as regiões 

Sudeste e Nordeste a RAFB se mostra mais próxima das altitudes ortométricas. 
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De acordo com os resultados obtidos, pode-se fazer uma correlação entre as respostas 

do critério semelhença/dessemelhança com os padrões de respostas fornecidos pelos cálculos 

da acurácia. Essa afirmação pode ser confirmada analisando os gráficos das FIG’s. 5.4, 5.5 e 

5.6, onde as acurácias obtidas para os três modelos geopotencias globais, foram melhores nas 

regiões Centro-Oeste, Norte e Sul, o que fortalece os resultados apresentados na TAB. 5.10. 

Assim como se pode associar a melhor acurácia nas regiões Sudeste e Nordeste dos modelos 

com as respostas da TAB.5.10, indicando que nestas regiões a altitude ortométrica está mais 

próxima da RAFB. A FIG. 5.10 mostra o mapa regional das altitudes no Brasil, levando em 

consideração a proximidade da RAFB para as altitudes ortométricas e normais. 

Já as FIG’s 5.11, 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15’ mostram a distribuição espacial dos pontos 

pertencentes respectivamente às regiões Norte, Nordeste, Centro-Oeste, Sudeste e Sul, de 

acordo com o modelo GECO.  

Percebe-se que a distribuição espacial dos pontos na região Norte (FIG. 5.11) estão 

bem definidos nos estados de Rondônia e Amazonas, possuindo apenas conexões tendentes 

para a altitude normal. O estado do Pará e Tocantins apresentam os dois tipos de altitudes em 

seus limites, podendo ser identificada uma região de confusão ao sul do Tocantis. 

A região Nordeste (FIG. 5.12) possui mais conexões tendentes para a altitude 

ortométrica, inclusive apresentando grande domínio desta altitude nos estados do Sergipe, 

Alagoas, Paraíba e Rio Grande do Norte. Os estados da Bahia e Ceará, também possuem 

domínio das altitudes ortométricas, porém existe uma área de confusão em parte do litoral da 

Bahia e do Ceará, apresentando os dois tipos de altitudes.  

Para a região Centro-Oeste (FIG. 5.13) é clara a tendência para as altitudes normais, 

apresentando regiões de domínio desta altitude nos estados do Mato Grosso e Mato Grosso do 

Sul. O estado de Goiás em sua parte norte, apresenta uma pequena região onde os dois tipos 

de altitudes aparecem umas mais próximas das outras. 

Na região Sudeste (FIG. 5.14) observa-se uma clara região de confusão dos dois tipos 

de altitudes no litoral do Rio de Janeiro e em parte de São Paulo. Nota-se também de forma 

clara, que algumas linhas de nivelamento tendentes tanto para as altitudes normais, quanto 

para as ortométricas podem ser vistas principalmente no estado de são Paulo. 

Para a região Sul (FIG. 5.15) percebe-se uma grande região de domínio da altitude 

normal ao norte do estado do Paraná, a oeste de Santa Catarina e na parte central do Rio 

Grande do Sul. Dentre os três estados presentes na região Sul, a maior concentração de pontos 

tendentes para a altitude ortométrica encontram-se ao leste do estado de Santa Catarina. 
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FIG. 5. 10 Mapa regional das altitudes no Brasil (O Autor, 2016). 



 

 

 

 

 

FIG. 5. 11 Mapa da distribuição espacial das conexões pelo modelo GECO na região Norte (O Autor, 2016). 
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FIG. 5. 12 Mapa da distribuição espacial das conexões pelo modelo GECO na região Nordeste (O Autor, 2016). 
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FIG. 5. 13 Mapa da distribuição espacial das conexões pelo modelo GECO na região Centro-Oeste (O Autor, 2016). 
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FIG. 5. 14 Mapa da distribuição espacial das conexões pelo modelo GECO na região Sudeste (O Autor, 2016). 

9
0
 



 

 

 

 

 

FIG. 5. 15 Mapa da distribuição espacial das conexões pelo modelo GECO na região Sul (O Autor, 2016). 
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6  CONCLUSÕES 
 

 

 

6.1 CONCLUSÕES 

 

 

Diante das definições acerca das altitudes com significado físico, da deficiência de 

valores de gravidade ao longo das linhas de nivelamentos quando da realização da RAFB e 

das análises expostas nesta dissertação, tentou-se analisar qual a melhor superificie para a 

referência das altitudes da RAFB. Neste sentindo, pode-se concluir que a momentânea 

inviabilidade da utilização do número geopotencial como uma grandeza unívoca para a 

adoção de um sistema de altitudes com significado físico (e.g., normal e ortométrica) faz com 

que não haja uma referência como geóide (ou quase-geóide) para as altitudes da RAFB. 

Assim, há a necessidade de vincular a RAFB a uma superfície de referencia que possa 

fornecer às altitudes brasileiras, um significado físico, e prover os usuários do sistema GPS a 

possibilidade de determinar altitudes ortométricas (ou normais) em qualquer local no território 

nacional. Em vista do exposto, foram realizadas análises da aderência da RAFB quando 

confrontadas com modelos geopotenciais globais em seus funcionais geoide e quase-geoide. 

Investigou-se esta aderência dentro do contexto das 592 conexões SAT/RN, representativas 

da RAFB no que tange a validação e desenvolvimento de modelos geopotenciais em uma 

abordagem nacional. 

De acordo com os resultados alcançados, é possível estatisticamente afirmar que as 

RNs, quando analisadas em um cenário nacional, encontram-se mais próximas das altitudes 

do tipo ortométricas, ou seja, a superfície de referencia mais próxima da RAFB é a superfície 

geoidal. A análise da aderência nacional a superfície geoidal manteve-se constante nas 

respostas do teste “T” e do critério semelhança/dessemelhança. Porém esta reposta não se 

repetiu na análise da acurácia, visto que os três modelos geopotenciais globais EGM2008, 

GECO e EIGEN-6C4, indicaram uma acurácia melhor para as altitudes normais, evidenciando 

a heterogeneidade da RAFB. 
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A divergência de respostas entre a análise da acurácia nacional, as respostas do critério 

semelhença/dessemlehança e as repostas do teste “T” podem ser explicadas pelo grande 

número de conexões SAT/RN tendentes para a altitude ortométrica nas regiões Nordeste e 

Sudeste, as quais contribuem com aproximadamente 70% da amostra de conexões existentes 

no país. 

Porém, quando a análise é individualizada por regiões geográficas do Brasil, percebe-

se que a altitude ortométrica não é totalmente representativa. Isso se dá pela tendência de uma 

maior proximidade da altitude normal nas regiões Norte, Centro-Oeste e Sul. Nessas regiões, 

as avaliações realizadas com os três modelos geopotencias (EGM2008, GECO e EIGEN-

6C4), sobre as conexões da RAFB forneceram o mesmo padrão de respostas, tanto no critério 

semelhança/dessemelhança quanto na abordagem lidando com a acurácia. Já as análises do 

Teste “T”, mostraram variações de respostas dentre os modelos geopotenciais para as regiões 

Norte, Centro-Oeste e Sul, porém para estas três regiões abordadas, em alguns momentos 

existiram respostas favoráveis em alguns modelos geopotenciais, para as altitudes normais. 

Vale ressaltar que estas três regiões somadas representam aproximadamente apenas 30% da 

amostra total de conexões SAT/RN.  

Em relação aos modelos geopotenciais, constatou-se que em termos de acurácia o 

modelo MAPGEO2015 funcionou melhor do que os demais nas regiões Centro-Oeste, Norte e 

Sudeste, obtendo os piores resultados dentre os modelos abordados nas regiões Nordeste e 

Sul, as quais juntas representam aproximadamente 54% da amostra representativa de 

conexões da RAFB. 

Levando-se em consideração que o MAPGEO2015 é um modelo de ondulação geoidal 

específico para o Brasil, os resultados alcançados são preocupantes e indicam que há a 

possibilidade de haver um erro de omissão na concepção do MAPGEO2015, quando truncado 

no grau 200 do modelo EIGEN-6C4. Esta dissertação comprovou a superioridade parcial em 

algumas regiões do Brasil, dos modelos geopotencias EGM2008, EIGEN-6C4 e GECO 

quando comparados com o MAPGEO2015. Estes modelos devem ser validados para o Brasil 

utilizando as mesmas 592 conexões SAT/RN, as quais o MAPGEO2015 é validado. Essa é a 

provável causa da distorção apresentada sobre as precisões do funcionamento dos modelos 

globais no Brasil, apresentadas na seção 4.5. 
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6.2 SUGESTÕES 

 

 

São apresentadas as seguintes sugestões para futuras pesquisas na área pertinente do 

tema:  

 

1. realizar um estudo estatístico para verificação da consistência e da representatividade 

da amostra pesquisada (conexões SAT/RN) em função da sua distribuição espacial ao 

longo das regiões do Brasil;  

 

2. analisar mais detalhadamente o espectro dos coeficientes harmônicos esféricos, 

associando o grau de truncamento dos modelos geopotenciais as respostas fornecidas. 

No mais, estes modelos poderiam ser “melhorados” inserindo funcionais do campo de 

gravidade (e.g., anomalias de altitudes) advindos da técnica residual terrain modelling 

(RTM); 

 

3. reanalisar a RAFB, em caso de aumento expressivo no número de conexões SAT/RN, 

principalmente se a implantação destas conexões se derem nas regiões Sudeste e 

Nordeste; 

 

4. analisar a área não avaliada da região Norte, caso novas conexões sejam 

disponibilizadas na localidade; 

 

5. a separação geóide/quase-geóide usada nesta dissertação é baseada no uso do modelo 

matemático expresso pela EQ. 2.44, representada em termos da expansão em 

coeficientes dos harmônicos esféricos (EQ. 2.45). Assim, faz-se necessário uma 

revisão desta quantidade sobre o Brasil usando, por exemplo, a mesma base de dados 

gravimétricos disponíveis para o MAPGEO2015. 

 

6. investigar as relações de aderência entre as linhas de nivelamentos com os tipos de 

altitudes; 
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6.3 RECOMENDAÇÕES 

 

 

São apresentadas as seguintes recomendações na área pertinente do tema:  

 

1. recomenda-se adequar o sistema de marés terrestres sempre quando houver 

utilização de modelos geopotenciais para cálculos dos  funcionais (geoide ou 

quase-geoide); 

 

2. recomenda-se ao IBGE identificar os tipos de erros existentes nas 192 conexões 

SAT/RN que foram desprezadas, fazendo o devido tratamento para que estas 

conexões possam ser imputadas na validação da RAFB, quando testadas por 

modelos geopotenciais. 

 

3. recomenda-se ao IBGE identificar o grau de truncamento dos MGG’s mais 

estáveis, para a concepção de novos modelos de ondulação geoidal para o Brasil. 
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