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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo principal a proposição de um novo índice de domi-

nância modal (IDM). Dois novos IDMs foram sugeridos, o Forward Recursive Minimum

Error (FMRE) e o Backward Recursive Minimum Error (BRME), gerados a partir de

cálculos recursivos.

Para alcançar tal meta, um programa em Matlab R© foi desenvolvido de forma que este

implementasse o IDM proposto e os presentes na literatura, com o intuito de promover

uma comparação entre os seus desempenhos.

Quatro tipos de simulações foram realizadas: sistema randômico com 30 estados e 20

modos, média de 100 sistemas randômicos com 20 modos, média de 10 sistemas gerados

a partir do sistema de potência New England e sistema randômico com 300 estados e 230

modos.

Com os resultados obtidos, pode-se a�rmar que tanto o FRME quanto o BRME apre-

sentaram um desempenho superior em relação aos outros IDMs. Desta forma, os novos

IDMs propostos podem ser usados em uma estratégia de controle e�ciente em sistemas

dinâmicos, em especial os de grande porte.
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ABSTRACT

This work had as main goal the proposal of a new modal dominance index (MDI).

Two new MDIs were introduced, the Forward Recursive Minimum Error (FRME) and the

Backward Recursive Minimum Error (BRME), generated from recursive calculations.

To achieve this objective, a program in Matlab R© was developed so that it implemented

the new MDI and the ones presented in the literature, in order to make a comparison

between their performances.

Four types of simulations were made: random system with 30 states and 20 modes,

mean of 100 random systems with 20 modes, mean of 10 systems generated from the New

England power system and random system with 300 states and 230 modes.

Based on the results obtained, it can be stated that both FMRE and BRME had a

superior performance than the others MDIs. Thus, these new MDIs can be used in an

e�cient control strategy in dynamic systems, particularly in large ones.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO

Em sistemas elétricos de potência (SEP), é de fundamental importância garantir o supri-

mento contínuo de energia elétrica dentro de certos padrões de qualidade. A saber, um

SEP deve ser capaz de fornecer energia elétrica com frequência e tensão constantes, de

atender a demanda de potência ativa e reativa das cargas e de realizar este serviço com

con�abilidade a um custo de operação mínimo. Deve-se observar ainda que as cargas que

esse sistemas atendem são revestidas de um fator aleatório, apesar de seguirem certos

padrões. Além disso, a demanda por energia elétrica é crescente, o que cria a constante

necessidade de expansão e alteração da rede. Desta forma, um SEP envolve modelos

matemáticos cada vez mais complexos, incluindo equivalentes de geração, transmissão e

seus controladores (DA SILVA, 2005)(KUNDUR ET AL., 2003).

A estabilidade de um SEP pode ser abordada sob a ótica da estabilidade de frequên-

cia, da estabilidade de tensão e da estabilidade angular. Neste último, pode ainda ser

estudada a estabilidade a pequenas pertubações que envolve oscilações de 0,15 a 0,7 Hz

de frequência(DA SILVA, 2005).

Muitos destes sistemas são intratáveis computacionalmente se forem consideradas, em

sua totalidade, as variáveis que os compõe. Isto di�culta a implementação de um controle

e�ciente. Uma das formas de viabilizar o projeto do controle consiste na redução de

ordem do sistema, que busca encontrar um subconjunto reduzido de variáveis que consiga

descrever de maneira satisfatória seu comportamento dinâmico.

Matematicamente, tem-se a seguinte formulação: dado um modelo linear invariante

no tempo G(s) de ordem n, deseja-se calcular um modelo reduzido Gr(s) de ordem r, com

r < n, tal que o erro e = ||G(s) − Gr(s)|| seja o menor possível. Aqui, o modelo G(s) é

uma função de transferência representada por uma função racional. Com isso, a ordem é

de�nida como sendo o grau do denominador desta fração, ou seja, a quantidade de pólos

do sistema.

Em sistemas em que o modelo completo é conhecido, existem basicamente duas abor-

dagens para se obter um modelo de ordem reduzida: o truncamento balanceado e o

truncamento por dominância modal, ou truncamento modal.
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O truncamento balanceado é um método matematicamente rigoroso que de�ne o

sistema reduzido a partir do cálculo dos gramianos do sistema, assim como dos valores

singulares de Hankel (ZHOU ET AL., 1996).

Este método possui como principal vantagem proporcionar o menor limitante do erro

do modelo, de�nido por e = ||G(s)−Gr(s)||∞ ≤
∑n

i=r+1 σi, onde σi são os n− r menores
valores singulares de Hankel do modelo completo. No entanto, como desvantagens tem-se

que esse método, principalmente por ter que resolver as equações de Lyapunov para obter

os valores singulares de Hankel, possui uma carga computacional impeditiva em sistemas

de grande porte, isto é, para sistemas com mais de 1000 variáveis de estado. Além disso,

este algoritmo não se compromete em manter a base modal da realização em espaços de

estados original. A manutenção desta base facilita a aplicação de uma solução de controle

e a análise do sistema.

Já o método do truncamento modal se baseia na importância relativa dos modos do

sistema, preservando desta forma a estrutura deste, em termos de autovalores e resíduos,

eliminando os modos menos relevantes. Para decidir qual modo é mais relevante, este

método utiliza algum Índice de Dominância Modal (IDM).

Como vantagens, tem-se a possibilidade da análise da dinâmica de ummodo especí�co,

uma vez que a estrutura do sistema é preservada, além de poder ser aplicado em sistemas

com grande número de estados. Como desvantagem, tem-se que o erro de modelagem

apresentado por este método, para uma mesma ordem de redução, é maior que o erro

fornecido pelo truncamento balanceado.

Os IDMs são pouco explorados na literatura (AGUIRRE, 1993), e o mais utilizado

em métodos de reduções modais (GREEN AND LIMEBEER, 1995) (MARTINS ET AL.,

1996) possui de�nições e derivações pouco rigorosas e obscuras, havendo campo para ser

aperfeiçoado. Adicionalmente, não há IDM que endereça o problema de redução modal

de custo quadrático, onde o erro de redução é calculado por e = ||G(s)−Gr(s)||2.

1.2 OBJETIVOS

De forma a contribuir para o preenchimento desta lacuna, este estudo tem por objetivo

propor um novo IDM que apresente, em geral, erros menores do que os apresentados pelos

principais IDMs presentes na literatura.

Para tal, como objetivo intermediário, tem-se então o desenvolvimento de um pro-

grama em Matlab R© que implemente o IDM proposto bem como os presentes na literatura,

de forma que seus desempenhos possam ser comparados. Um estudo e uma modelagem do
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problema de redução modal foram desenvolvidos, fundamentando a proposição do novo

IDM bem como a justi�cativa de sua superioridade.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho está dividido em sete capítulos, com as seguintes descrições sucintas:

• O Capítulo 2 apresenta os conceitos fundamentais de sistemas dinâmicos, de�nindo

a transformada de Laplace e analisando a teoria de sistemas representados em espaço

de estados.

• O Capítulo 3 estuda os espaços de funções, expondo conceitos importantes como

norma de funções e produto interno.

• O Capítulo 4 apresenta os principais índices de dominância modal da literatura.

• O Capítulo 5 propõe dois novos IDMs, o Forward Recursive Minimum Error e o

Backward Recursive Minimum Error.

• OCapítulo 6 exibe os resultados obtidos utilizando estes novos métodos, comparando-

os com os outros presentes na literatura.

• O Capítulo 7 apresenta as conclusões, destacando as principais contribuições deste

estudo e indicando sugestões para novas pesquisas nesta área.
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2 SISTEMAS DINÂMICOS

2.1 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Os sistemas dinâmicos podem ser descritos por equações diferenciais. No entanto, nem

sempre é uma tarefa simples resolvê-las. Desta forma, existe uma ferramenta bastante

útil não só para resolver este tipo de equações mas também para analisar a resposta de

determinado sistema no domínio da frequência. Trata-se da transformada de Laplace.

Considere uma função função f(t) de�nida para t > 0. A transformada de Laplace

desta, denotada por L[f(t)] ou por F (s), é de�nida por

L[f(t)] = F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

Nem sempre a transformada de Laplace de uma função existe. Para garantir esta

existência, a função f(t) deve satisfazer duas condições. Suponha que

a) f é seccionalmente contínua no intervalo 0 ≤ t ≤ A para qualquer A positivo e

b) |f(t)| ≤ Keat quando t ≥ M , onde K, a e M são constantes reais com K e M

necessariamente positivas.

Então a transformada de Laplace existe para s > a. Mais em Boyce and Diprima (2006).

Repare que este método muda o domínio da função estudada. Inicialmente, era o

domínio da variável t e, após a transformada, o domínio tornou-se o da variável s. Em

problemas de Engenharia em geral a variável t representa o domínio do tempo enquanto

que a variável s representa o domínio da frequência. Esta variável pode ser complexa,

representando a frequência complexa do sistema.

Matematicamente, tem-se que s = σ + jω. Com esta frequência, pode-se prever

o comportamento de um sistema em regime transitório e em regime permanente. Se a

frequência tiver a parte real nula, ou seja, σ = 0 e s = jω, tem-se que a transformada de

Laplace se torna a transformada de Fourier, muito útil para a análise de um sistema em

regime estacionário.

Existe uma fórmula para a transformada inversa. Contudo, dada a sua complexidade,

ela não é muito utilizada. Para evitar a utilização desta fórmula, usa-se o fato de que
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se f é uma função contínua então existe, essencialmente, uma bijeção entre as funções e

as suas transformadas. Com isso, pode-se montar uma tabela com as principais funções

utilizadas e suas respectivas transformadas.

Existem duas funções de grande importância para a Engenharia cujas transformadas

são conhecidas. A função degrau u(t) de�nida como u(t) = 0 se t < 0 e u(t) = 1 se t ≥ 0

e a função impulso δ(t) de�nida como δ(t) = 0 se t 6= 0 e
∫∞
−∞ δ(t)dt = 1. Cabe ressaltar

que esta função não existe no sentido usual da palavra mas deve ser entendida como um

sinal que é igual a zero todo o tempo, com a exceção de um breve período em que ela

assume valores muitos altos.

Deste modo, L[u(t)] = 1
s
e L[δ(t)] = 1, deduzidas pela simples aplicação da de�nição

da transformada de Laplace.

Ainda neste tópico, existem dois teoremas úteis para o estudo de sistemas dinâmicos.

O primeiro deles é o Teorema do Valor Inicial.

Teorema (Valor Inicial) Dada uma função x em que a transformada de Laplace

possa ser aplicada, tem-se que

lim
t→0

x(t) = lim
s→∞

sX(s)

Demonstração. Com efeito,

L[ẋ(t)] =

∫ ∞
0

ẋ(t)e−stdt = [x(t)e−st]

∣∣∣∣∞
0

+ s

∫ ∞
0

x(t)e−stdt = sX(s)− x(0)

que é a conhecida fórmula para a transformada da derivada de uma função.

Com isso,

lim
s→∞

(L[ẋ(t)]) = lim
s→∞

∫ ∞
0

ẋ(t)e−stdt = 0 = lim
s→∞

[sX(s)− x(0)]

O que implica

lim
t→0

x(t) = lim
s→∞

sX(s)

Por �m, existe o Teorema do Valor Final.

Teorema (Valor Final) Dada uma função x em que a transformada de Laplace

possa ser aplicada, tem-se que

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s)
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Demonstração. Com efeito, utilizando-se a fórmula da transformada da derivada de uma

função,

lim
s→0

(L[ẋ(t)]) = lim
s→0

∫ ∞
0

ẋ(t)e−stdt = x(∞)− x(0) = lim
s→0

[sX(s)− x(0)]

O que implica

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s)

2.2 ESPAÇO DE ESTADOS E SISTEMAS LINEARES

Segundo Ogata (2010), o estado de um sistema dinâmico é de�nido como o menor conjunto

de varáveis que conseguem descrever completamente o comportamento do sistema, dado

o conhecimento destas no tempo t = t0, juntamente com as entradas do sistema para

t ≥ t0.

Suponha, então, que existam n variáveis de estado x1, x2, . . . , xn que consigam des-

crever completamente um sistema. Estas variáveis podem ser consideradas como n com-

ponentes de um vetor x. Este vetor é chamando de vetor de estados. Estas variáveis

podem ainda ser consideradas os eixos de um espaço n-dimensional, o espaço de estados.

Qualquer estado de um dado sistema pode ser representado por um ponto no espaço de

estados.

Seja então um sistema dinâmico com n variáveis de estado x1, x2, . . . , xn, p entradas

u1, u2, . . . , up e q saídas y1, y2, . . . , yq. Com isso, este pode ser representado pelo seguinte

conjunto de equações.

ẋ1(t) = f1(x1, x2, . . . , xn;u1, u2, . . . , up; t)

ẋ2(t) = f2(x1, x2, . . . , xn;u1, u2, . . . , up; t)

...

ẋn(t) = fn(x1, x2, . . . , xn;u1, u2, . . . , up; t)

Para as saídas:

y1(t) = g1(x1, x2, . . . , xn;u1, u2, . . . , up; t)

14



y2(t) = g2(x1, x2, . . . , xn;u1, u2, . . . , up; t)

...

yq(t) = gq(x1, x2, . . . , xn;u1, u2, . . . , up; t)

De�nindo o vetor de saídas y e o vetor de entradas u de modo análogo ao vetor x de

estados, assim como os vetores de funções f e g , estas equações podem ser escritas de

forma mais compacta.

ẋ(t) = f(x,u, t)

y(t) = g(x,u, t)

Se os vetores f e g forem compostos apenas de funções lineares, estes conjuntos de

equações pode assumir a seguinte forma.

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)

onde A(t) é a matriz de estados, B(t) é a matriz de entrada, C(t) é a matriz de saída e

D(t) é a matriz de transmissão direta.

Se o sistema for invariantes no tempo, ou seja, se as funções dos vetores f e g não

envolvem a variável tempo t explicitamente, tem-se

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.2)

2.2.1 FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA

Se o sistema descrito por (2.1) e (2.2) possuir uma entrada e uma saída, ou seja, se

p = q = 1, pode-se obter uma fração racional conhecida como a função de tranferência do

sistema, que representa a razão entre a transformada de Laplace do sinal de saída com a

transformada de Laplace do sinal de entrada.

Aplicando a transformada de Laplace a (2.1) e a (2.2) e manipulando algebricamente

as equações, pode-se chegar a
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G(s) =
Y (s)

U(s)

G(s) = C(sI−A)−1B + D (2.3)

Veja que G(s), devido ao termo (sI−A)−1, pode ser escrita como

G(s) =
Q(s)

|sI−A|
onde Q(s) é um polinômio em s e |A| simboliza o determinante da matriz A.

Desta forma, as raízes de sI−A, que são os autovalores do matriz A, são justamente

os pólos do sistema.

No caso de mais de uma saída ou mais de uma entrada, a função de tranferência se

torna uma matriz p× q de funções de tranferência G(s) dada por

G(s) = C(sI−A)−1B + D

2.2.2 DIAGONALIZAÇÃO DE SISTEMAS

Se a matriz de estados em (2.1) for diagonalizável, pode-se aplicar uma transformação

x = Pz de tal forma que P−1AP seja diagonal. Os elementos da diagonal desta nova

matriz são os λ1, λ2, . . . , λn autovalores de A. Desta forma, P−1AP = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

A matriz P possui como colunas os n autovetores independentes de A.

Considerando a nova matriz de estados z, tem-se um novo par de equações que des-

crevem o sistema.

ż(t) = P−1APz(t) + P−1Bu(t)

y(t) = CPz(t) + Du(t)

A�rma-se que os autovalores de A e de P−1AP são os mesmos, ou seja, os pólos do

sistema são preservados, assim como sua dinâmica. Com efeito,

|sI−P−1AP| = |sP−1IP−P−1AP| = |P−1(sI−A)P| = |P−1||sI−A||P| = |sI−A|
Com isso, A e P−1AP possuem o mesmo polinômio característico.

Repare que os sinais de entrada e de saída permanecem inalterados com a transfor-

mada. Portanto, a função de transferência não se modi�ca.
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2.2.3 DECOMPOSIÇÃO EM FRAÇÕES PARCIAIS

Em eventos �sicamente realizáveis, a função de transferência é uma função racional pró-

pria, isto é, o grau do numerador é menor ou igual que o grau do denominador. Esta pode

ser decomposta em frações parciais.

G(s) =
n∑
i=1

Ri

s− λi
+D

onde Ri é o resíduo associado ao pólo λi, D é a matriz de transmissão direta e n é o

número de pólos do sistema.

No caso da existência de pólos complexos, eles aparecerão em pares com seus respsc-

tivos conjugados λi e λi juntamente com seus respectivos resíduos Ri e Ri.

No caso particular de interesse de um sistema estritamente próprio, isto é, com D=0,

com n pólos reais, uma entrada e uma saída (SISO) e uma realização em espaço de estados

com as matrizesA, B e C, ondeA seja diagonalizável, pode-se aplicar uma transformação

P como descrita na subseção 2.2.2 e obter novas matrizes Ã, B̃, C̃ de tal forma que

Ã = P−1AP

B̃ = P−1B

C̃ = CP

Por (2.3), tem-se que

G(s) = C̃(sI− Ã)−1B̃

G(s) =
(
c̃1 c̃2 . . . c̃n

)


1
s−λi 0 . . . 0

0 1
s−λ2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1
s−λn




b̃1

b̃2

...

b̃n


Portanto,

G(s) =
n∑
i=1

b̃ic̃i
s− λi

(2.4)

Se os pólos fossem complexos conjugados, a dedução seria a mesma com os pares de

pólos λi e λi, associados respectivamente aos elementos b̃i e b̃i assim como aos elementos

c̃i e c̃i.

Comparando (2.3) com (2.4), observa-se que o resíduo associado ao pólo λi pode

ser expresso pelo produto b̃ic̃i. Esta forma de se calcular os resíduos é mais e�ciente,
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em termos computacionais. Além disso, essa forma em paralelo da realização de estados

de G(s) favorece a eliminação de modos do modelo,se necessário, bastando excluir os

elementos c̃i, 1
s−λi e b̃i no caso de um pólo real λi, ou os elementos c̃i, c̃i, 1

s−λi ,
1

s−λi
, b̃i e

b̃i no caso de pares de pólos complexos conjugados λi e λi.

2.3 TRUNCAMENTO MODAL

Deseja-se formar um sistema Gr(s), de ordem r com r < n, onde n é a ordem do sistema

original G(s) de�nido por (2.4) de tal forma que Gr(s) represente aproximadamente a

resposta de G(s).

O sistema Gr(s) é expresso por:

Gr(s) = Cr(sI−Ar)
−1Br

onde:

Ar = diag(λk1, λk2, . . . , λkr) de modo que os elementos λk1, λk2, . . ., λkr pertençam ao

conjunto de autovalores do sistema original;

Br =


bk1

bk2

...

bkr

 de modo que os elementos bk1, bk2, . . ., bkr pertençam à matriz original B

Cr =
(
ck1 ck2 . . . ckr

)
de modo que os elementos ck1, ck2, . . ., ckr pertençam à matriz

original C.

Neste caso, Gr(s) é dito ser um truncamento modal de G(s) de ordem r. Caso

o sistema não esteja em uma realização diagonal, ele pode ser diagonalizado conforme a

subseção 2.2.2. É importante notar que a escolha dos r elementos que compõe as matrizes

Ar, Br e Cr são de�nidos por algum índice de dominância modal.

2.4 TRUNCAMENTO BALANCEADO

O truncamento balanceado é um método matematicamente rigoro e bastante utilizado em

redução de ordem de sistemas de médio porte (DA SILVA, 2005). Uma breve descrição

deste algoritmo é feita a seguir, por meio de um importante teorema.
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Teorema Considere um sistema G(s) ∈ RH∞ e suponha que

G(s) =

 A B

C D

 =


A11 A12 B1

A21 A22 B2

C1 C2 D


seja uma realização balanceada com Gramianos de controlabilidade e observabilidade iguais

e diagonais denotados por Σ = diag(Σ1,Σ2), solução das equações de Lyapunov:

AΣ + ΣAT +BBT = 0

ATΣ + ΣA+ CTC = 0

de tal forma que

Σ1 = diag(σ1Is1 , σ2Is2 , . . . , σrIsr)

Σ2 = diag(σr+1Isr+1 , σ2Isr+2 , . . . , σNIsN )

com σ1 > σ2 > . . . > σr+1 > σr+2 > . . . > σN onde σi tem multiplicidade si, i =

1, 2, . . . , N e s1 + s2 + . . .+ sN = n. Então o sistema truncado

Gr(s) =

 A11 B1

C1 D


é balanceado e assintoticamente estável. Tem-se ainda que

||G(s)−Gr(s)||∞ ≤ 2(σr+1 + σr+2 + . . .+ σN)

e este limite é atingido quando r = N − 1. Isto é

||G(s)−GN−1(s)||∞ = 2σN .

Mais em (ZHOU ET AL., 1996).

Note que este método garante um limitante superior para o erro da redução. Este

limitante é, de fato, menor que os garantidos pelos métodos de truncamento modal.

Por �m, observe que o modelo Gr(s) obtido possui uma relação mais complexa com

o modelo original G(s) do que quando comparado com os modelos obtidos pelos métodos

modais, uma vez que estes truncam os modos e os resíduos do sistema original.
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3 ESPAÇOS DE FUNÇÕES

Para se saber se a função de ordem reduzida aproxima de modo satisfatório a função

original, necessita-se de um método formal para medir o quão próximo uma função está

da outra. Para isso, faz-se necessário analisar conceitos fundamentais sobre espaços de

funções.

3.1 NORMA DE FUNÇÕES

Considere um espaço de funções X que satisfaz as propriedades de um espaço vetorial

sobre o corpo dos complexos C. Então, uma norma no espaço X, denotada por ||.||, é
uma função que associa a um elemento x ∈ X um número ||x|| ∈ R, devendo satisfazer

as seguintes propriedades (ALENCAR, 2003):

i) ||x|| ≥ 0

ii) ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0

iii) ||αx|| = |α| ||x|| ∀α ∈ C
iv) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

A de�nição de sequência de Cauchy também é importante para este estudo. A saber,

uma sequência {xk} é de Cauchy se ∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N tal que ||xk − xj|| < ε,∀k, j > N .

Um espaço onde todas as sequências de Cauchy convergem é denominado completo.

3.2 PRODUTO INTERNO

Um produto interno em X denotado por 〈., .〉, é uma função que a cada par de vetores

(x, y) ∈ X associa um número complexo, satisfazendo as seguintes propriedades (ALEN-

CAR, 2003):

i) 〈x, x〉 ∈ R e 〈x, x〉 ≥ 0

ii) 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0

iii)1 〈x, αy1 + βy2〉 = α〈x, y1〉+ β〈x, y2〉 ∀α,β ∈ C
iv) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

1Usualmente em Matemática a linearidade do produto interno é colocada na primeira variável. No

entanto, em Engenharia de Controle, esta linearidade é de�nida na segunda variável.
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Considere então um espaço de funções X que possua um produto interno. Pode-se

de�nir a norma de uma função f por ||f || =
√
〈f, f〉. Com efeito, basta veri�car se esta

satisfaz as propriedades previamente de�nidas para uma norma.

i)

||f || =
√
〈f, f〉 ≥ 0

ii)

||f || = 0 ⇐⇒
√
〈f, f〉 = 0 ⇐⇒ f = 0

iii)

||αf || =
√
〈αf, αf〉 =

√
α〈αf, f〉 =

√
αα〈f, f〉 =

√
|α|2
√
〈f, f〉 = |α| ||f ||

Por �m, para provar a propriedade iv) da norma, o importante teorema de Cauchy-

Schwarz se faz necessário.

Teorema (Cauchy-Schwarz) Dado um espaço de funções com um produto interno

de�nido, então para quaisquer funções f e g pertencentes a este espaço, tem-se que

|〈f, g〉| ≤ ||f || ||g||

Demonstração. Para veri�cá-lo, observe que se f = 0 ou g = 0, este é imediato. Com isso,

considere um espaço de funções X que possua um produto interno com f ∈ X, g ∈ X e

f, g 6= 0. Seja h = xf − yg com x = 〈g, g〉 e y = 〈g, f〉. Então,

〈h, h〉 = 〈xf − yg, xf − yg〉 = xx〈f, f〉 − xy〈g, f〉 − xy〈f, g〉+ yy〈g, g〉

Observe que x = 〈g, g〉 = 〈g, g〉 = x e que y = 〈g, f〉 = 〈f, g〉. Veja ainda que 〈h, h〉 ≥ 0.

Desta forma,

〈g, g〉2〈f, f〉 − 〈g, g〉〈f, g〉〈g, f〉 − 〈g, g〉〈g, f〉〈f, g〉+ 〈g, f〉〈f, g〉〈g, g〉 ≥ 0

〈g, g〉2〈f, f〉 − 〈f, g〉〈g, f〉〈g, g〉 ≥ 0

Como g 6= 0, pode-se dividir por 〈g, g〉. Então,

〈f, g〉〈g, f〉 ≤ 〈f, f〉〈g, g〉

Repare que 〈g, f〉 = 〈f, g〉, que 〈f, f〉 = ||f ||2 e que 〈g, g〉 = ||g||2. Portanto,

|〈f, g〉|2 ≤ ||f ||2||g||2

|〈f, g〉| ≤ ||f || ||g||,

como desejado.
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Demonstração baseada em Apostol (1967).

Por �m, para se provar a propriedade iv) da norma, observe que

||f + g||2 = 〈f + g, f + g〉 = 〈f, f〉+ 〈f, g〉+ 〈g, f〉+ 〈g, g〉

||f + g||2 = ||f ||2 + 〈f, g〉+ 〈g, f〉+ ||g||2 ≤ ||f ||2 + |〈f, g〉|+ |〈g, f〉|+ ||g||2

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, |〈f, g〉| ≤ ||f || ||g|| e |〈g, f〉| ≤ ||g|| ||f ||. Com isso,

||f + g||2 ≤ ||f ||2 + 2||f || ||g||+ ||g||2

||f + g||2 ≤ (||f ||+ ||g||)2

||f + g|| ≤ ||f ||+ ||g||,

o que demonstra a propriedade.

Portanto, a de�nição da norma de f por ||f || =
√
〈f, f〉 é permitida.

3.3 ESPAÇOS DE HILBERT

Considere um sinal f(t) no domínio do tempo pertencente ao conjunto L(−∞,∞), ou

seja, que possua uma enegia �nita no intervalo de tempo do domínio. Matematicamente,

tem-se

[

∫ ∞
−∞

f ∗(t)f(t)dt]
1
2 <∞

Sejam L(−∞, 0) e L(0,∞) dois subespaços de L(−∞,∞) tais que f(t) = 0 para

t > 0 se f(t) ∈ L(−∞, 0) e f(t) = 0 para t < 0 se f(t) ∈ L(0,∞). Note que todo

sinal f(t) ∈ L(−∞,∞) pode ser escrito como f−(t) + f+(t) onde f−(t) ∈ L(−∞, 0) e

f+(t) ∈ L(0,∞) satisfazendo

f−(t) = f(t), se t < 0 e f−(0) = (1− k)f(0)

f+(t) = f(t), se t > 0 e f+(0) = kf(0)

onde k ∈ [0, 1].

Pela de�nição de f−(t) e f+(t), observa-se que∫ ∞
−∞

f ∗+(t)f−(t)dt = 0

Essa integral é de�nida como o produto interno de dois sinais no tempo, ou seja, dado

dois sinais f(t) e g(t),

< f(t), g(t) >=

∫ ∞
−∞

f ∗(t)g(t)dt (3.1)
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No caso anterior, como < f+(t), f−(t) >= 0, diz-se que estas funções são ortogonais.

A norma H2 de um sinal é então de�nida como

||f(t)||2 = [< f(t), f(t) >]
1
2

Com isso, tem-se que

||f(t)||2 = [

∫ ∞
−∞

f ∗(t)f(t)dt]
1
2

= [

∫ 0

−∞
f ∗−(t)f−(t)dt+

∫ ∞
0

f ∗+(t)f+(t)dt]
1
2

= [||f+(t)||22 + ||f−(t)||22]
1
2

que é o teorema de Pitágoras para sinais no tempo.

Pode-se de�nir então um importante espaço para este estudo. Um espaço vetorial X

é um espaço de Hilbert se ele for completo e for dotado de um produto interno, sendo a

norma induzida por este.

Os espaços L(−∞, 0), L(0,∞) e L(−∞,∞) são exemplos de espaços de Hilbert com

o produto interno de�nido por (3.1). Pela discussão acima, a seguinte relação entre estes

espaços pode ser obtida:

L(−∞,∞) = L(−∞, 0)⊕ L(0,∞)

o que de fato ocorre uma vez que os subespaços L(−∞, 0) e L(0,∞) são disjuntos e todo

sinal f(t) ∈ L(−∞,∞) poder ser representado de forma única como soma de um elemento

de L(−∞, 0) com outro de L(0,∞).

Existem outros exemplos de espaços de Hilbert, onde dois deles se destacam, a saber:

• RL2: Espaço das funções racionais estritamente próprias, sem pólos no eixo imagi-

nário com produto interno 〈X, Y 〉 = 1
2π

∫∞
−∞X

∗(jω)Y (ω)dω;

• RH2: Espaço das funções racionais estritamente próprias e estáveis com produto

interno 〈X, Y 〉 = 1
2π

∫∞
−∞X

∗(jω)Y (ω)dω.

Neste momento, faz-se necessário relacionar um sinal representado no domínio do

tempo com sua representação no domínio da frequência. Considere portanto um sinal

f(t) e sua transformada de Fourier F (jω) = F [f(t)], então o Teorema de Parseval a�rma

que: ∫ ∞
−∞

f ∗(t)f(t)dt =
1

2π

∫ ∞
−∞

F ∗(jω)F (jω)dω

23



A conclusão deste teorema é de que o norma H2 de um sinal no domínio do tempo se

iguala a uma norma H2 no domínio da frequência. Ou seja,

||f(t)||2 = ||F (jω)||2

onde

||f(t)||2 = [

∫ ∞
−∞

f ∗(t)f(t)dt]
1
2 e

||F (jω)||2 = [
1

2π

∫ ∞
−∞

F ∗(jω)F (jω)dω]
1
2 (3.2)

Isso permite o uso indistinto de um sinal na sua representação temporal ou de sua

transformada de Fourier no domínio da frequência. Mais em Fairman (1998).

3.4 NORMA H2

A normaH2 de�nida em (3.2) pode ser utlizada para comparar o quanto uma determinada

função é bem aproximada por outra. Cabe ressaltar que, em geral, essa análise é feita

para a função de transferência do sistema estudado, ou seja, no domínio da frequência.

Todavia, é mais intuitivo e, de certa forma, mais simples, analisar essa aproximação

no domínio do tempo. Uma pergunta interessante seria se o erro no tempo para o sinal de

saída, que é o de interesse, é minimizado se a norma H2 do erro da função de transferência

for minimizada. O teorema a seguir responde justamente a esta questão (ANTOULAS

ET AL., 2015).

Teorema Considere um sistema SISO com U(s) e Y (s) sendo as transformadas

de Laplace dos sinais de entrada u(t) e de saída y(t), respectivamente. A função de

transferência deste sistema é H(s). Seja H̃(s) a aproximação de H(s) o que resulta em

Ỹ (s) = H̃(s)U(s) sendo ỹ(t) a aproximação para o sinal da saída no tempo. Tem-se ainda

que u(t) ∈ L(0,∞) e U(jω) = 0 para todo ω /∈ Iω. Desta forma,

max
t>0
|y(t)− ỹ(t)| ≤ 1

2π
(

∫
Iω

|H(jω)− H̃(jω)|2dω
∫
Iω

|U(jω)|2)dω)
1
2

Demonstração.

max
t>0
|y(t)− ỹ(t)| ≤ max

t>0
| 1

2π

∫
R
(Y (jω)− Ỹ (jω))ejωtdω|

pela transformada inversa de Fourier

≤ max
t>0

1

2π

∫
R
|Y (jω)− Ỹ (jω)||ejωt|dω
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= max
t>0

1

2π

∫
R
|Y (jω)− Ỹ (jω)|dω

pois |ejωt| = 1

=
1

2π

∫
R
|H(jω)− H̃(jω)||U(jω)|dω

=
1

2π

∫
Iω

|H(jω)− H̃(jω)||U(jω)|dω

≤ 1

2π
(

∫
Iω

|H(jω)− H̃(jω)|2dω
∫
Iω

|U(jω)|2)dω)
1
2

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Tem-se então que

max
t>0
|y(t)− ỹ(t)| ≤ (

∫
Iω

1

2π
|H(jω)− H̃(jω)|2dω

∫ ∞
0

1

2π
|U(jω)|2)dω)

1
2 (3.3)

Note que neste estudo a aproximação será feita em relação à função de transferência

H(s), ou seja, a preocupação é encontrar o H̃(s). Com isso, de�nindo o sinal de erro

como E(s) = H(s)− H̃(s), tem-se, por (3.2), que a primeira integral de (3.3) nada mais

é do que a norma H2 do erro. Observe ainda que a última integral em (3.3) é limitada,

uma vez que u(t) ∈ L(0,∞). Matematicamente,

max
t>0
|y(t)− ỹ(t)| ≤ (||E(jω)||2)(||U(jω)||2)

Surge então uma nova motivação para se decrescer a normaH2 do erro da aproximação

da função de transferência do sistema. Reduzindo-a, o erro para o sinal de saída no tempo

também é minimizado.

3.5 NORMA H∞

Na seção 3.4, a norma H2 para uma função foi de�nida. Existe, ainda, outro tipo de

norma importante para este estudo: a norma H∞.
Considere os seguintes conjuntos:

• RL∞: Espaço das funções racionais próprias, sem pólos no eixo imaginário com

norma de�nida por ||f ||∞ = max
ω
|f(jω)|;

• RH∞: Espaço das funções racionais próprias e estáveis com norma de�nida por

||f ||∞ = max
Re(s)>0

|f(s)| = max
ω∈R
|f(jω)|.
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Repare que estes conjuntos são similares aosRL2 eRH2. No entanto, para a de�nição

da normaH∞ não se faz necessário de�nir o produto interno entre dois sinais, o que ocorre

na norma H2.

A norma H∞ pode ser calculada tanto analiticamente quanto numericamente. Anali-

ticamente, deve-se resolver a equação
d

dw
(|f(jω)|2) = 0. Numericamente, pode-se de�nir

um vetor com diversos valores de frequência, calcular |f(jω)| para cada elemento deste

vetor e escolher o maior valor.

Em termos de grá�cos, ||f ||∞ é o valor do maior raio no diagrama de Nyquist ou igual

o valor de pico no diagrama de magnitude de Bode.

Na literatura, a norma H∞ é a utilizada para se comparar os modelos. Ou seja, dado

dois métodos de redução de ordem, o melhor é escolhido de acordo com sua minimização

da norma in�nita.

Pode-se relacionar a norma H∞ com a norma H2. Para isso, considere o seguinte

teorema.

Teorema Admita um sistema SISO com G(s) ∈ RL∞ e U(s) ∈ RL2. Então,

Y (s) = G(s)U(s) ∈ RL2 e

||G||∞ = max
||U ||2 6=0

||Y (s)||2
||U(s)||2

= max
ω∈R
|G(jω)|
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4 ÍNDICES DE DOMINÂNCIA MODAL

Neste capítulo, são apresentados quatros índices de dominância modal presentes na

literatura (AGUIRRE, 1993) (GREEN AND LIMEBEER, 1995) (MARTINS ET AL.,

1996) (DA SILVA, 2005). Estes índices procuram quanti�car a relevância de cada um dos

modos conforme algum critério, permitindo uma ordenação e consequente utilização no

sistema reduzido.

4.1 PRELIMINARES MATEMÁTICOS

Estes algoritmos trabalham a partir da decomposição em frações parciais da função de

transferência G(s) do sistema. Neste desenvolvimento, pólos múltiplos são desconsidera-

dos.

Suponha então um sistema com nr modos reais e nc modos complexos. Repare que

a ordem deste é n = nr + 2nc, uma vez que cada modo real é formado pelo pólo real e

cada modo complexo é formado pelo par de pólos complexos conjugados. Desta forma,

G(s) =
nr∑
i=1

Gr
i (s) +

nc∑
i=1

Gc
i(s)

em que Gr
i (s) são frações correspondentes a modos reais e Gc

i(s) a modos complexos e

seus conjugados.

Analisando Gc
i(s), tem-se

Gc
i(s) =

Ri

s− λi
+

Ri

s− λi

Gc
i(s) =

(Ri +Ri)s+ (−Riλi −Riλi)

s2 + (−λi − λi)s+ λiλi

Escreva

Ri = a+ bj → Ri = a− bj e

λi = c+ dj → λi = c− dj

Com isso,

Gc
i(s) =

(2a)s+ (−2ac− 2bd)

s2 + (−2c)s+ (c2 + d2)

Portanto,

G(s) =
nr∑
i=1

Ri

s− λi
+

nc∑
i=1

αis+ βi
s2 − 2Re(λi)s+ |λi|2

, onde (4.1)
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αi = 2Re(Ri) e βi = −2(Re(Ri)Re(λi) + Im(Ri)Im(λi))

O modelo reduzido Gr(s), de ordem r, com r < n, escolhe as parcelas referentes

aos modos mais relevantes seguindo algum critério de relevância ou dominância. Desta

forma, E(s) = G(s) − Gr(s) =
∑n−r

i=1 G̃i(s) contem as n − r parcelas referentes aos

modos considerados menos importantes. Com isso, como limitante superior do erro, estes

métodos possuem

||E(s)||∞ = ||
n∑

i=r+1

Gi(s)||∞ ≤
n∑

i=r+1

||Gi(s)||∞ =
n−r∑
i=1

||G̃i(s)||∞

pela desigualdade triangular.

4.2 MÉTODO DO VALOR INICIAL (IDMVI)

Conforme Aguirre (1993), este método consiste em aplicar uma entrada δ(t) do tipo

impulso no sistema, calculando-se o valor inicial da resposta. Tem-se, pelo Teorema do

Valor Inicial,

lim
t→0

y(t) = lim
s→∞

sY (s) = lim
s→∞

sU(s)G(s) = lim
s→∞

sG(s)

Por (4.1), conclui-se que

lim
t→0

y(t) = lim
s→∞

n∑
i=1

sGi(s) =


∑nr

i=1Ri, se λi ∈ R∑nc
i=1 αi, se λi ∈ C

Percebe-se que este algoritmo coloca em ordem descrescente os modos de acordo com

a sua in�uência no valor inicial da resposta temporal.

Desta forma,

IDMV Ii =

Ri, se λi ∈ R

2Re(Ri), se λi ∈ C

4.3 MÉTODO DO VALOR FINAL (IDMVF)

Conforme Aguirre (1993), este método consiste em aplicar uma entrada u(t) do tipo degrau

no sistema, calculando-se o valor �nal da resposta. Tem-se, pelo Teorema do Valor Final,

lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sY (s) = lim
s→0

sU(s)G(s) = lim
s→∞

s
1

s
G(s) = lim

s→∞
G(s)

Por (4.1), conclui-se que

lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

n∑
i=1

Gi(s) =


∑nr

i=1−
Ri

λi
, se λi ∈ R∑nc

i=1
βi
|λi|2 , se λi ∈ C
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Portanto, este algoritmo coloca em ordem decrescente os modos de acordo com a sua

in�uência no valor �nal da resposta ao degrau.

Desta forma,

IDMV Fi =

−
Ri

λi
, se λi ∈ R

βi
|λi|2 , se λi ∈ C

4.4 ÍNDICE DE GREEN (IDMG)

Este é o índice de dominância modal atualmente utilizado na literatura sobre trunca-

mento modal (GREEN AND LIMEBEER, 1995) (MARTINS ET AL., 1996). Baseia-se

na desigualdade triangular para as normas. Para modos reais, tem-se

||E(s)||∞ = ||G(s)−Gr(s)||∞ = ||
n∑

i=r+1

Gi(s)||∞ ≤
n∑

i=r+1

||Gi(s)||∞ =
n∑

i=r+1

|| Ri

s− λi
||∞

Repare que, para modos reais,

|| Ri

s− λi
||∞ = max

ω∈R
| Ri

jω − λi
| = max

ω∈R

|Ri|
|jω − λi|

= max
ω∈R

|Ri|√
ω2 + λ2

i

=
|Ri|
|λi|

Apesar desta igualdade não ser válida para modos complexos, ela é aplicada na lite-

ratura igualmente para estes, de modo que

IDGi =
|Ri|
|Re(λi)|

∀λi

4.5 ÍNDICE DA NORMA INFINITA (IDMNI)

Este algoritmo foi proposto por da Silva (2005) como sendo um aperfeiçoamento do IDMG,

sendo de�nido como:

IDMNIi =

||
Ri

s−λi ||∞, se λi ∈ R

|| Ri

s−λi + Ri

s−λi
||∞, se λi ∈ C

Percebe-se que, para modo reais, este é idêntico ao IDMG. Já para os modos comple-

xos, possui uma expressão consistente com a própria derivação da desigualdade triangular,

sendo um índice menos conservador que o IDMG (DA SILVA, 2005).

4.6 ÍNDICE DA NORMA H2 (IDMN2)

Este índice, proposto neste estudo, baseia-se no IDMNI da seção 4.5. Possui a mesma

de�nição com a exceção de que a norma utilizada é a norma H2. Este índice foi utilizado

para comparar os IDMs no caso de se estar calculando o erro utilizando a norma H2.
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Portanto,

IDMN2i =

||
Ri

s−λi ||2, se λi ∈ R

|| Ri

s−λi + Ri

s−λi
||2, se λi ∈ C

4.7 LIMITAÇÕES DOS IDM

É importante salientar que a redução por truncamento modal é um problema combinató-

rio. Isso pode ser demonstrado da seguinte forma.

Considere um sistema com função de transferência G(s) de ordem n supondo que este

possua apenas pólos reais. Seja W o conjunto que contenha as n frações parciais de G(s).

Sendo Gr(s) um truncamento modal de ordem r com r < n− 1 de G(s), existem
(
n
r

)
possibilidades para Gr(s), onde

(
n
r

)
= n!

(n−r)!r! .

Dentre as escolhas possíveis para Gr(s), existe uma que minimiza ||G(s) − Gr(s)||
composta por um determinado conjunto de r frações parciais. Denote por Wr o conjunto

formado por estas frações.

Considere agora um truncamento modal de G(s) de ordem m com m > r. De modo

análogo, existem
(
n
m

)
possibilidades para Gm(s) e dentre estas existe uma que minimiza

||G(s) − Gm(s)||. Seja Wm o conjunto formados pelas m frações que minimizam esta

norma.

Claramente, a a�rmação Wr ⊂ Wm para r,m < n e m > r não é necessariamente

verdadeira. Ou seja, o truncamento modal ótimo de ordemm não necessariamente contém

os r modos do truncamento modal ótimo de ordem r. Isto torna o problema combinatório

para cada ordem de redução.

Uma importante aplicação desta a�rmação é que ao estabelecer o ordenamento dos

modos por um índice de dominância modal, o problema perde a otimização do erro, uma

vez que todo ordenamento modal força que Wr ⊂ Wm.

Para ilustar o problema, considere um sistema cujas matrizes de sua representação

em espaço de estados são

A =


−12, 3 0 0

0 −3, 19 0

0 0 −2.9

 , B =


0, 93

0, 23

−0, 41

 , C =
(
−7, 1 43, 5 15, 14

)
e D = 0.

A função de transferência que representa este sistema pode ser calculuda por 2.4, o

que resulta em

G(s) = G1(s) +G2(s) +G3(s)
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onde

G1(s) =
−0, 047

s+ 12, 3
, G2(s) =

0, 072

s+ 3, 19
e G3(s) =

−0, 044

s+ 2, 9
.

TAB. 4.1: Valores obtidos para todos os sistemas reduzidos possíveis

r Gr
REDi ||G−Gr

REDi||2 Gr
RED Ótimo Índices Ótimos IDM1 = {1, 2, 3} IDM2 = {2, 3, 1}

G1(s) 1, 75
1 G2(s) 3, 66 G1(s) W1 = {1} {1} {2}

G3(s) 3, 28

G1(s) +G2(s) 2, 49
2 G1(s) +G3(s) 4, 23 G2(s) +G3(s) W2 = {2, 3} {1, 2} {2, 3}

G2(s) +G3(s) 1, 34

3 G1(s) +G2(s) +G3(s) 0 G(s) {1, 2, 3} {1, 2, 3} {2, 3, 1}

Foram então calculadas todas as reduções possíveis para cada ordem de aproximação.

A Tabela 4.1 mostra os resultados obtidos. Os erros das normas foram calculados baseados

na norma H2. Veja que dois IDMs foram utilzados como exemplos. O primeiro utiliza a

ordenação {1, 2, 3} e o segundo a ordenação {2, 3, 1}.
Para r = 1, a redução que apresentou o menor erro foi a referente a G1(s). Note que

o IDM1 escolhe de fato o índice 1, que gera o erro mínimo de 1, 75, enquanto que o IDM2

escolhe o índice 2, que gera um erro de 3, 66.

Já para r = 2, a escolha que gera a menor norma do erro é a referente a G2(s)+G3(s).

Note que o IDM1 escolhe neste caso os índices {1, 2}, que gera um erro de 2, 49. No

entanto, este não é mais o erro mínimo. O IDM2 que escolhe o menor erro de 1, 34 por

selecionar os índices {2, 3}.
Observe que, a partir da redução de primeira ordem, o IDM1 escolhe obrigatoriamente

o índice 1 nas reduções subsequentes. Isto evidencia a limitação dos IDMs, uma vez que

neste caso W1 6⊂ W2.

Por �m, note que para r = 3 só existe a escolha das frações G1(s), G2(s) e G3(s).

Com isso, G3
RED(s) = G1(s) + G2(s) + G3(s) = G(s) e o erro da redução é igual a zero

para todos os IDMs.
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5 IDM PROPOSTO

5.1 PREMISSAS DO PROBLEMA

Antes de apresentar de fato o IDM proposto, faz-se necessário enunciar as hipóteses sim-

pli�cadoras do estudo, ou melhor, das limitações do problema e do algoritmo. São elas:

• Os pólos do sistema são estáveis;

• A matriz de transmissão direta do sistema é igual a zero (D = 0), o que caracteriza

um sistema estritamente próprio;

• Trata-se de um sistema SISO.

Estas limitações podem ser contornadas. Caso o sistema possua pólos instáveis, basta

retirá-los do sistema a ser reduzido e aplicar a redução no sistema estável. Ao �nal,

adicionam-se ao modelo reduzido os pólos retirados, juntamente com seus resíduos.

CasoD 6= 0, basta considerá-lo igual a zero e aplicar o algoritmo. Ao �nal, adiciona-se

D à aproximação da função de transferência.

Por �m, a terceira limitação está atrelada a sistemas que são representados por uma

matriz de funções de transferência. A extensão multivariável do sistema não foi estudada,

não fazendo parte do escopo deste trabalho.

5.2 FORWARD RECURSIVE MINIMUM ERROR (FRME)

Este algoritmo funciona da seguinte forma:

• A função de transferência do sistema é decomposta como soma de suas frações

parciais, ou seja, G(s) = G1(s) + . . .+Gn(s);

• Na primeira iteração, calcula-se o erro da aproximação utilizando apenas uma das

funções Gi(s) para 1 ≤ i ≤ n e escolhe-se o índice i que minimiza ||G(s)−Gi(s)||p
em alguma norma p;

• Na segunda iteração, dado o índice escolhido i da primeira iteração, calcula-se o

erro da aproximação utilizando as funções Gi(s) + Gq(s) para 1 ≤ q ≤ n e q 6= i e

escolhe-se o índice q que minimiza ||(G(s)−Gi(s))−Gq(s)||p;
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• Este processo iterativo se repete até serem escolhidas todas as frações parciais.

Observe que ao �nal deste método, é obtido uma ordenação dos índices, sendo que

o modo mais relevante é aquele escolhido na primeira iteração e o modo menos relevante

aquele escolhido na última. Este método é, portanto, um método de ordenação modal.

A Figura 5.1 exempli�ca o algoritmo para um caso simples de o sistema possuir apenas

três modos, ou seja, G(s) = G1(s) + G2(s) + G3(s). Na realidade, para a simpli�cação

da explicação, representaram-se vetores no espaço euclidiano de tal forma que G = G1 +

G2 + G3, onde a norma do erro é de�nida pelo tamanho do vetor correpondente.

FIG. 5.1: Exemplo FRME - 1a iteraçao

FIG. 5.2: Exemplo FRME - 2a iteração
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Repare que na primeira iteração os erros E1, E2 e E3 são calculados, onde Ei = G−Gi

para i = 1, 2, 3. Pela Figura 5.1, observa-se que o menor erro de redução é o do modo

representado pelo vetor G1, uma vez que o módulo do vetor E1 é a menor dentre os Ei

para i = 1, 2, 3. Esta vetor, ou melhor, este índice, é o escolhido da primeira iteração.

Na segunda iteração, conforme a Figura 5.2, são calculados os erros referente à G1 +

G2, representado por E12, e à G1 + G3, representado por E13, e o segundo índice é

escolhido baseado na minimização do erro para uma aproximação de segunda ordem.

Veja que dado uma condição inicial, este método escolhe dentre os modos possiveis

o melhor em termos de redução de erro. Por exemplo, se fosse necessário manter um

modo i qualquer do sistema e se quissese escolher uma aproximação de segunda ordem, o

segundo modo a ser obtido seria aquele que de fato resultasse no menor erro, o que não

necessariamente o ocorre com os outros métodos de redução modal. Com efeito, de acordo

com a maneira que este método foi de�nido, ele calcularia todos os erros da aproximação

de segunda ordem com o modo i �xo e escolheria o menor.

No entanto, este algoritmo nem sempre faz a melhor escolha para a redução do erro

para todas as possíveis ordens de redução. Para melhor entendimento, considere a Figura

5.3 e a Figura 5.4.

FIG. 5.3: Limitação - 1a iteração

Neste caso, tem-se que G = G1 +G2 +G3. Na primeira iteração, o método proposto

escolheria o índice 1, pois o erro E1 é o menor dentre os possíveis, o que pode ser veri�cado

pela Figura 5.3.
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Já na segunda iteração, o modo 1 já foi escolhido e o modo a ser selecionado é o modo

2 ou o modo 3. No entanto, a Figura 5.4 mostra que o erro referente à escolha de G2 +G3

é menor que o erro referente às escolhas G1 + G2 ou G1 + G3. Portanto, nesta iteração,

apesar de o índice escolhido ser aquele que vai minimizar o erro dado a escolha do modo

1, a função de segunda ordem escolhida não é aquela que produz o menor erro dado todos

os modos possíveis.

Todavia, esta não é uma limitação apenas deste algoritmo, mas inerente a todos os

métodos de ordenação modal. A única maneira de contornar este problema seria calcular

de fato todas as possibilidades em todas as iterações e escolher a menor. No entanto,

repare que isto se tornaria um método combinatório, extremamente custoso computacio-

nalmente e impraticável para sistemas de grandes porte, conforme abordado na seção 4.7.

Por �m, observe que este algoritmo proposto possui um custo computacional maior que

os outros métodos de ordenação modal presentes na literatura.

FIG. 5.4: Limitação - 2a iteração
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Em termos de um algoritmo formal, tem-se:

G(s) =
∑n

i=1 Gi(s);

Gred1(s) = 0;

J = zeros(n);

Para i variando de 1 a n

Para k variando de 1 até n

Se k /∈ J calcular ||G(s)−Gredi(s)−Gk(s)||x;
Escolher j que minimiza ||G(s)−Gredi(s)−Gredj(s)||x;

J(i) = j;

Gredi(s) = Gredi(s) +Gj(s);

Retornar J;
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5.3 BACKWARD RECURSIVE MINIMUM ERROR (BRME)

Este método funciona da mesma forma que o Foward Recursive Minimum Error, só que

ele começa da função de transferência do sistema e, a cada iteração, retira a fração parcial

menos relevante. A Figura 5.5 ajuda a entender o processo para o caso simples em que

G = G1 + G2 + G3.

FIG. 5.5: Exemplo BRME - 1a iteraçao

FIG. 5.6: Exemplo BRME - 2a iteraçao

Veja que na primeira iteração, retiram-se as componentes G1, G2 e G3 �cando com

as funções G2 + G3, G1 + G3 e G1 + G2, respectivamente. Para cada uma dessas

funções calula-se o erro da aproximação, representados na Figura 5.5 pelo módulos das

setas vermelhas, que neste caso equivalem a ||G1||, ||G2|| e ||G3||. Observe que o que

apresenta o menor erro é o referente à função G1 + G3. Portanto, na primeira iteração,

retira-se o modo 2, ou seja, o índice 2 é o escolhido como o menos relevante.
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Na segunda iteração, conforme a Figura 5.6, deve-se eliminar um dos modos referentes

a G1 ou a G3. Neste caso, ||E1|| = ||G1 + G2|| e ||E3|| = ||G2 + G3||. Pode-se perceber
que a menor norma é a de E3. Portanto, a ordenação dos índices resultantes da aplicação

deste algoritmo para o caso exempli�cado seria {1,3,2}.

Em termos de um algoritmo formal, tem-se:

G(s) =
∑n

i=1 Gi(s);

Gred1(s) = G(s);

J = zeros(n);

Para i variando de 1 a n

Para k variando de 1 até n

Se k /∈ J calcular ||G(s)−Gredi(s)−Gk(s)||x;
Escolher j que minimiza ||G(s)−Gredi(s)−Gredj(s)||x;

J(i) = j;

Gredi(s) = Gredi(s)−Gj(s);

Retornar J;
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6 RESULTADOS

Para avaliar o algoritmo proposto quatro tipos de simulações foram realizadas. Todas

utilizando o programa Matlab R©. São estas:

• Sistema randômico com 30 estados e 20 modos;

• Média de 100 sistemas randômicos com 20 modos;

• Média de 10 sistemas gerados a partir do sistema New England;

• Sistema randômico com 300 estados e 230 modos.

As legendas utilizadas são intuitivas. No entanto, cabe ressaltar que mninf representa

o IDMNI da seção 4.5 enquanto que mn2 representa o IDMN2 da seção 4.6.

6.1 SISTEMA RANDÔMICO COM 30 ESTADOS E 20 MODOS

Nesta simulação, um sistema randômico com 30 estados e 20 modos foi gerado. Foram

então calculados os resultados dos erros ||G(s)−Gr(s)||2 e ||G(s)−Gr(s)||∞ com r variando

de 1 até 20, ou seja, utilizando todas as ordens de aproximação possíveis. Estes erros foram

calculados para os principais índices de dominância modal da literatura. Além disso, no

caso da norma H2, este erro também foi calculado utilizando um índice combinatório, que

calcula Gr ótimo para cada ordem de redução r.

Inicialmente, observa-se na Figura 6.1 que a norma H2 foi a utilizada para calcular

o erro e este está em dB. Nota-se ainda que o índice combinatório é representado pela

legenda me2p de cor azul clara e que de fato ele apresenta o menor erro para cada uma das

quantidades de modos do sistema reduzido. No entanto, a sua aplicabilidade foi possível

devido à baixa ordem do sistema.

Observa-se o FRME apresentou os menores erros nas primeiras ordens de aproxima-

ção, o que é condizente com a sua de�nição, uma vez que nas iterações iniciais existe uma

quantidade de pólos maiores para serem escolhidos, que vão se reduzindo a cada iteração.

Este erro chega a ser o menor possível para uma ordem de aproximação de até seis, de

acordo com o índice combinatório.
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FIG. 6.1: Erros da aproximação utilizando a norma H2 para um sistema com 20 modos

Por outro lado, note que o BRME apresentou os menores erros para valores maiores

de modo do sistema reduzido, o que também é de acordo com a sua de�nição, uma vez

que ele parte da função de transferência inicial.

Nesta simulação, os erros apresentados para o FRME foram os menores dentre os

índices de dominância modal para uma ordem de aproximação de até sete e o BRME

apresentou os menores erros nas ordens restantes, ou seja, de oito a 20. No �nal, para um

sistema reduzido de 20 modos, todos os algoritmos apresentam erro zero, uma vez que

todos os pólos do sistema são escolhidos e a aproximação acaba sendo a própria função

de tranferência do sistema.

É interessante notar que a magnitude dos erros está em dB para estas aproximações.

Para poder estudá-las melhor o erro foi normalizado, ou seja, a norma do erro foi dividida

pela norma do sistema original e então calculado o seu equivalente em dB. A Figura

6.2 mostra os resultados obtidos. Note que como 20log( ||G(s)−Gr(s)||
||G(s)|| ) = 20log(||G(s) −

Gr(s)||) − 20log(||G(s)||), este grá�co possui a forma do da Figura 6.1 só que deslocado

para baixo de acordo com a norma do sistema em dB. Neste caso, ||G(s)||2 = 5, 4434 dB.

Veja que para ordem de cinco, o FRME apresenta um erro normalizado de aproxima-

damente -10 dB, que corresponde a um erro de 32,62% em termos da norma do sistema
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original.

FIG. 6.2: Erros normalizados da aproximação utilizando a norma H2 para um sistema
com 20 modos

Estes grá�cos também foram gerados para o caso da norma H∞. A Figura 6.3 e a

Figura 6.4 mostram os resultados obtidos. Note que estes resultados são parecidos, com

os erros da norma in�nita sendo um pouco maiores que os da norma-2. Veja que neste

caso o índice combinatório não foi gerado e que com a exceção da ordem de aproximação

igual a sete os melhores resultados saõ referentes ao FRME ou ao BRME.

Observe ainda pela Figura 6.4 que ||G(s)||∞ = 10, 4486 dB e que o BRME, para uma

aproximação de ordem oito, apresenta um erro normalizado de aproximadamente -10 dB,

que corresponde a um erro de 32,62% em termos da norma do sistema original.
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FIG. 6.3: Erros da aproximação utilizando a norma H∞ para um sistema com 20 modos

FIG. 6.4: Erros normalizados da aproximação utilizando a norma H∞ para um sistema
com 20 modos
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6.2 MÉDIA DE 100 SISTEMAS RANDÔMICOS COM 20 MODOS

Nestas simulação, 100 sistemas foram gerados randomicamente. Após, os erros da aproxi-

mação foram calculados para cada um destes. Esta metodologia de avaliação é comumente

utilizada na literatura para testar a e�ciência de métodos de redução. Por �m, a média

destes erros foi contabilizada para cada método. A Figura 6.5 mostra a média da norma

H2 dos erros para os métodos utilizados nesta simulação.

FIG. 6.5: Média dos erros da aproximação utilizando a norma H2 para a média de 100
sistemas com 20 modos

Repare que como a média foi tirada, o erro, à medida em que se aumenta o número

de modos, tende a ser decrescente. Note ainda a presença da legenda Trunc Bal, referente

ao método do truncamento balanceado. Observe ainda na Figura 6.5 que, dependendo da

quantidade de modos, existe mais de um erro calculado. Isso ocorre porque este método

foi aplicado utilizando a função do Matlab R© balancmr, e nesta função não se controla o

número de modos da redução, só o de estados. A cada iteração do estudo o número de

estados pedidos foi aumentando de um em um, começando em um e terminando em 20.

Por isso, algumas aproximações tiveram o mesmo número de modos. No entanto, pode-se

observar ainda assim que os erros apresentados por este método tendem a ser menores que

os métodos de dominância modal. Esta discrepância aumenta com o número de modos
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FIG. 6.6: Média dos erros normalizados da aproximação utilizando a norma H2 para a
média de 100 sistemas com 20 modos

da aproximação.

Note pela Figura 6.6 que o FRME apresenta um erro normalizado de aproximada-

mente -15 dB para oito modos, que corresponde a um erro de 17,78%.

Este estudo também foi realizado analisando a norma H∞. A Figura 6.7 e a Figura

6.8 mostram o que foi obtido. Note a semelhança com os resutados da norma H2.

A Figura 6.7 evidencia que o BRME obteve aproximadamente o menor erro dentre

todos os métodos modais para todos os modos possíveis. O FRME também apresentou

bons resultados, atingindo rapidamente um baixo erro de redução, até menor que o BMRE,

estabilizando em um patamar de erro. Por �m, de acordo com a Figura 6.8, conclui-se

que o BRME apresenta um erro nomalizado para 12 modos de aproximadamente de -30

dB, que corresponde a um erro de 3,16 %.
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FIG. 6.7: Média dos erros da aproximação utilizando a norma H∞ para a média de 100
sistemas com 20 modos

FIG. 6.8: Média dos erros normalizados da aproximação utilizando a norma H∞ para a
média de 100 sistemas com 20 modos
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6.3 MÉDIA DE 10 SISTEMAS GERADOS A PARTIR DO SISTEMANEWENGLAND

O sistema New England é considerado um sistema benchmark por ser bastante utilizado

na literatura para se estudar desempenhos de técnicas aplicadas a sistemas de potência,

sendo aqui utilizado para prover sistemas teste para o IDM proposto. Este sistema possui

as seguintes características:

• 10 geradores;

• 39 barramentos;

• 46 linhas de transmissão;

• 66 variáveis de estados;

• 47 modos.

A Figura 6.9 mostra o seu diagrama uni�lar para melhor compreensão do sistema. O

modelo linear invariante no tempo deste é dado por uma matriz de estados A. Normal-

mente é implemetado em software de análise a pequenas pertubações, onde o usuário, a

partir de uma lista variáveis de saída [y] e de uma lista de variáveis de entrada [u], escolhe

um conjunto {y, u} de interesse e o software gera matrizes B, C e D que estabeleçam a

relação Y(s) = G(s)U(s), onde G(s) = C(sI−A)−1B + D.

Uma vez que se desejava gerar um conjunto de sistemas SISO para que o desempenho

da algoritmo proposto pudesse ser veri�cado por meio da média dos erros de redução (||G−
Gr||), a relação entre a entrada e a saída escolhida foi a variação da potência mecânica

dos geradores (∆Pimec) e as suas respectivas variações de velocidade angular(∆ωi). Uma

vez que a função de transferência Gi(s) = ∆ωi(s)
∆Pimec

, onde i = 1, 2, . . . 10, contém parcela

relevante da dinâmica eletromecânica, analisá-la é mais importante do ponto de vista de

sistemas de potência. Como são 10 geradores, 10 funções de transferência foram geradas.

Cada uma destas foi reduzida.

Cabe ressaltar o fato de que o New England possui um modo relacionado a um pólo

real instável. Para aplicar o algoritmo, se fez necessário eliminá-lo do sistema. Para tal, a

matriz de estados A foi diagonalizada e os elementos respectivos das matrizes A, B e C

de sua representação em espaços de estados foram eliminados. Com isso, restaram 65

variávies de estados e 46 modos. Portanto, permaneceram 19 pares de pólos comple-

xos conjugados e 27 pólos reais. Ao �nal, o pólo retirado foi adicionado à função de

aproximação e o erro foi então calculado.

46



FIG. 6.9: Sistema New England (ATHAY ET AL., 1979)

Inicialmente, os cálculos foram realizados utilizando a norma H2. A Figura 6.10

mostra os erros normalizados encontrados. Observe que o FRME inicia, dentre os métodos

de redução modal, com o menor erro e, a partir de doze modos, o método que aproxima

melhor passa a ser o BRME. Note que para uma aproximação de ordem 9 tanto o FRME e

o BRME resultam em um erro normalizado de aproximadamente de -40 dB, que equivale

a 1%.

Em seguida, aplicando a mesma metodologia, os valores foram computados segundo

a norma H∞. A Figura 6.11 mostra o valor da norma H∞ dos erros. Dentre os métodos

de redução, o BRME apresentou o menor para todas as quantidades de modos de redução

possíveis, com exceção da de oito modos, em que o FRME obteve o menor erro. Note que

para uma ordem de redução igual a cinco, tanto o FRME quanto o BRME possuem um

erro de aproximadamente -30 dB, que equivale a 3,16%.
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FIG. 6.10: Média dos erros normalizados utilizando a norma H2 para a média de 10 casos
gerados a partir do sistema New England

FIG. 6.11: Média dos erros normalizados utilizando a norma H∞ para a média de 10 casos
gerados a partir do sistema New England
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6.4 SISTEMA RANDÔMICO COM 300 ESTADOS E 230 MODOS

A última simulação realizada neste estudo foi a análise de um sistema randômico com 300

estados e 230 modos. A Figura 6.12 exibe os erros normalizados calculados a partir da

norma H2.

FIG. 6.12: Erros normalizados utilizando a norma H2 para a um sistema com 300 estados
e 230 modos

Nota-se que o FRME apresentou os melhores resultados para as ordens de redução

até 35, aproximadamente. A partir desta ordem, o BRME é o que possui o menor dos

erros até a ordem de redução com 230 modos, com exceção do intervalo aproximado de

60 a 75 modos, onde o FRME exibe o melhor resultado.

A norma H2 do sistema gerado foi de ||G(s)||2 = 18, 4989 dB e para uma ordem de

redução igual a 20 o FRME apresentou um erro de aproximadamente -18 dB, que equivale

a 12,59%.

Esta simulação também foi realizada utilizando a norma H∞. A Figura 6.13 mostra

o que foi obtido.

Os resultados utilizando a norma H∞ não foram tão bons quanto os utilizado a

norma H2 para o FRME, que atingiu um patamar de erro logo nas primeiras ordens de

redução. No entanto, o BRME apresentou os melhores resultados para todas as ordens
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FIG. 6.13: Erros normalizados utilizando a norma H∞ para a um sistema com 300 estados
e 230 modos

de aproximação. A norma H∞ do sistema gerado foi de ||G(s)||∞ = 24, 0573 dB e para

uma ordem de redução igual a 20 o BRME apresentou um erro de aproximadamente -20

dB, que equivale a 10%.
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7 CONCLUSÃO

Este trabalho teve como objetivo principal a proposição de um novo índice de do-

minância modal para a redução de ordem de sistemas dinâmicos. Foram propostos dois

índices modais, o Forward Recursive Minimum Error e Backward Recursive Minimum

Error, que são índices gerados a partir de cálculos recursivos.

Quatro tipos de simulações realizadas: sistema randômico com 30 estados e 20 modos,

média de 100 sistemas randômicos com 20 modos, média de 10 sistemas gerados a partir

do sistema de potência New England e sistema randômico com 300 estados e 230 modos.

Pelos resultados, pode-se inferir que tanto o Foward Recursive Minimum Error quanto

o Backward Recursive Minimum Error apresentaram um desempenho superior ao dos

outros IDMs. Cabe ressaltar que tanto o FMRE quanto o BRME são IDMs ótimos dada

uma condição inicial.

O índice referente ao FRME apresentou bons resultados, sendo o mais indicado

quando se deseja uma baixa ordem de redução. Dependendo do tipo de aplicação e

da ordem de aproximação desejada este IDM pode ser considerado o mais indicado para

a redução. Por exemplo, para a simulação da seção 6.4, no caso da norma H2, este algo-

ritmo exibiu um erro de 12,59% para uma ordem de redução de 20, em um sistema com

230 modos. Resultado superior ao dos outros IDMs analisados.

O BRME, por sua vez, é o mais indicado quando se deseja um erro limite, ainda

que tenha ordem de redução mais elevada. Ocorreram inclusive simulações nas quais este

IDM obteve o menor erro para todas as ordens de aproximações dentre os outros IDMs.

No caso, por exemplo, da simulação da seção 6.3, utilizando a norma H∞, este algoritmo
exibiu um erro de 3,16% para um ordem de redução igual a 5, em um sistema com 46

modos.

Como sugestão para trabalhos futuros, tem-se a análise da redução no domínio do

tempo, utilizando como função de entrada, o degrau ou o impulso, mas estas podem variar

de acordo com o objetivo do estudo. Sugere-se ainda o desenvolvimento de uma imple-

mentação otimizada em termos computacionais para o cálculo do norma H2, utilizando

o produto interno. Por �m, testar os IDMs propostos em grandes sistemas de potência,

como o SEP brasileiro.

Portanto, os modelos calculados por meio dos novos IDMs propostos podem fornecer

informações relevantes do sistema original e serem usados em um projeto de controle
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e�ciente.
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