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RESUMO

Nesta dissertacao, realiza-se um estudo na area de sistemas nao estacionéarios com de-
pendéncia paramétrica geral, Lineares a Parametros Varidveis (LPV) ou quasi-LPV, cujo
intuito é testar e tornar menos conservadora uma técnica recente de analise de desempe-
nho robusto H., com base no uso da Transformada Wavelet Haar (HW'T, sigla em inglés
para Haar Wavelet Transform). Além de, estendé-la para a sintese de controle robusto
por realimentacao de estados por meio do desenvolvimento de novas caracterizagoes por
Desigualdades Matriciais Lineares (LMI, sigla em inglés para Linear Matrix Inequalities)
que definem o problema.

Algoritmos recentemente propostos para andlise de estabilidade e desempenho ro-
busto de sistemas LPV se baseiam no gradeamento do dominio paramétrico por meio da
expansao por HWT das funcoes de dependéncia paramétrica do sistema e da busca de
Fungoes de Lyapunov (FL) assintoticamente £,-quadraticas, ou seja, FL com dependéncia
quadratica em relacao aos estados do sistema e L, em relagao aos parametros variantes
no tempo. Técnicas LPV que tratam de sistemas com representacoes por Transforma-
¢oes Lineares Fracionarias (LFT, sigla em inglés para Linear Fractional Transformation)
ou politépicas nao sao capazes de tratar dominios paramétricos nao convexos e sistemas
com dependéncia paramétrica geral. Contrariamente, técnicas LPV tradicionais de gra-
deamento paramétrico nao apresentam essas limitagoes mas garantem condicoes somente
necessarias para estabilidade e desempenho, devido aos problemas LMI envolvidos de di-
mensionalidade infinita e de infinitas restrigoes exigindo testes complementares. Os novos
algoritmos se baseiam em condigoes suficientes, sao implementaveis computacionalmente
e resolvem aqueles problemas associados as técnicas LPV tradicionais de gradeamento,
sem no entanto requerer testes suplementares, mesmo para gradeamentos arbitrariamente
esparsos. Diferentemente de resultados tedricos anteriores baseados na HW'T, que nao sao
construtivos de um ponto de vista numérico e algoritmico, esses novos métodos sao siste-
maticos e passiveis de implementacao pratica, evitando manipulagoes analiticas complexas
enquanto consideram uma ampla classe de dependéncias paramétricas.

Este trabalho introduz novas caracterizagoes LMI para analise de desempenho robusto
H, e sintese de controle LPV por realimentacao de estados com ganho £y garantido, por
meio do uso de FL assintoticamente L,-quadraticas. Caracterizagoes LMI recentes para
analise de desempenho robusto sao testadas e marginalmente melhoradas em termos de
conservadorismo sendo entao estendidas para a sintese de controle. Exemplos numéri-
cos sao utilizados para validar os algoritmos propostos e evidenciar as suas vantagens e
limitacoes, por meio da comparacao com resultados da literatura.
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ABSTRACT

In this dissertation, a study is carried out in the field of non-stationary systems
with general parametric dependencies, Linear Parameter Varying (LPV) or quasi-LPV,
whose purpose is to test and make less conservative a recent H,, performance analysis
technique based on the use of Haar Wavelet Transform (HWT), as well as extend it to
the synthesis of robust control by state feedback through the development of new Linear
Matrix Inequalities (LMI) characterizations that define the problem.

Recently proposed algorithms for stability and robust performance analysis of LPV
systems are based on gridding the parameter domain by means of HW'T expansion of para-
metric dependence functions of the system and on looking for asymptotically £o-quadratic
Lyapunov Functions (LF), that is, LF with quadratic dependence on the system states
and Ly on the time-varying parameters. LPV techniques dealing with systems repre-
sented by Linear Fractional Transformation (LFT) or polytopic models are not able to
treat non-convex parametric domains and systems with general parameter dependencies.
Conversely, classical parameter-gridding LPV techniques do not present these limitations
but guarantee only necessary conditions for stability and performance due to infinite-
dimensional and infinitely constrained LMI problems involved, requiring additional tests.
The new algorithms are based on sufficient conditions, are computationally implementable
and solve that problems associated to the conventional LPV-gridding techniques, without
requiring further checks, even for arbitrarily sparse parameter grids. In contrast with pre-
vious Haar-based theoretical results which are not constructive from the algorithmic and
numerical point of view, these new approaches are systematic and amenable for practical
implementation, avoiding complex analytical manipulations while considering a vast class
of parameter dependencies.

This work introduces new LMI characterizations for robust H., performance analysis
and state-feedback LPV-control synthesis with guaranteed £, gain through the use of
asymptotically Lo-quadratic LF. Recent LMI characterizations for robust performance
analysis are tested and marginally improved in terms of conservatism and then extended
to the control synthesis. Numerical examples are used to validate the proposed algorithms
and to demonstrate their advantages and limitations, through comparison with literature
results.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTO E MOTIVACAO

Na engenharia de controle, a maioria das técnicas de analise e sintese foram desen-
volvidas para sistemas lineares. Contudo, muitos sistemas sao de natureza nao linear,
o que motivou o desenvolvimento de técnicas nos tltimos anos para andlise desses siste-
mas. Apesar de serem nao lineares, muitas dessas plantas podem ser modeladas, para
fins de andlise e sintese, como Linear a Parametros Varidveis (LPV) ou quasi-LPV. A
denominacao quasi-LPV se aplica quando pelo menos um elemento do vetor de parame-
tros dependentes do tempo é uma variavel endogena, ou seja, depende também da prépria
dindmica do modelo (DE ARAUJO, 2013). A terminologia LPV foi inicialmente definida
em (SHAMMA, 1988), de maneira distinta das outras classes tradicionais de sistemas,
a Linear Invariante no Tempo (LTI) e a Linear Variante no Tempo (LTV), para fins de
analise de controle via escalonamento de ganho. Diferente dos sistemas LTI, os LPV sao
nao estaciondrios. Mais especificamente, os sistemas LPV sao uma classe particular de
sistemas LTV, em que os elementos variaveis dependem de parametros mensuraveis que
variam ao longo do tempo.

Um dos métodos mais utilizados para projetar controladores para sistemas nao lineares
ou com dinamica dependente de parametros, é o escalonamento de ganhos (gain schedu-
ling). Conforme Shamma e Athans (1991), o método consiste basicamente em selecionar
pontos operacionais da dinamica da planta, obter uma aproximacao linear invariante no
tempo para cada um desses pontos e, por fim, projetar um compensador linear para cada
planta linearizada utilizando qualquer técnica disponivel de projeto de controle LTI, in-
clusive de controle étimo ou robusto. Os parametros (ou “ganhos”) dos compensadores
sao interpolados (ou “escalonados”) entre os diversos pontos de operacao, supondo que o
parametro seja medido em tempo real, resultando em um compensador também variante
no tempo. Um limitador para aplicacao da técnica de linearizagao para o escalonamento
de ganhos é que a estabilizagao e o desempenho de um sistema nao estacionario de malha
fechada s6 podem ser garantidos em uma vizinhanca dos multiplos pontos de equilibrio e
sob uma suposicao de variagao lenta de sinais (RUGH; SHAMMA, 2000).

O controle LPV se enquadra como uma classe especifica de técnica gain scheduling em
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que se busca uma funcao de Lyapunov, geralmente quadratica nos estados, pela solucao
de um problema de otimizagao ou de viabilidade sujeito a um conjunto de restrigoes
do tipo Desigualdades Matriciais Lineares (LMI, da sigla em inglés para Linear Matrix
Inequalities). A sintese de controle LPV, que inclui intrinsecamente a lei de interpolagao,
passa pela sintese de uma Fungao de Lyapunov (FL) e, por isso, é conhecida como sujeita
ao paradigma de Lyapunov. O grande sucesso e o crescente interesse nos métodos de
controle LPV nas ultimas trés décadas talvez se deva a sua grande vantagem de garantia
da estabilidade e do desempenho do sistema em malha fechada para todo o dominio
operativo. Além de, consistir em uma extensao para sistemas LPV das técnicas de anélise
e sintese de controle robusto LTI dos tipos Hy e H,, introduzidos no final da década de
1980.

A andlise de estabilidade e de desempenho robusto de sistemas LPV continua a ser
um desafio, a despeito dos notaveis progressos recentes na teoria de controle de siste-
mas dinamicos, particularmente de controle LPV. A maior parte dos métodos de analise
e sintese para sistemas incertos ou variantes no tempo baseados na teoria de Lyapunov
mostram-se, muitas vezes, inadequados no caso particular de sistemas LPV. Primeiro,
porque assume-se, geralmente, que os parametros evoluem em algum politopo convexo,
usualmente um hiper-retangulo (GAHINET et al., 1996; BLIMAN, 2003) ou um simplex
(GEROMEL; COLANERI, 2006; OLIVEIRA; PERES, 2007; CHESI et al., 2007). Infeliz-
mente, tal suposicao nao é valida para a grande classe de sistemas LPV em que o conjunto
de trajetorias paramétricas possiveis define dominios mais irregulares. Para contornar a
eventual nao convexidade do dominio paramétrico, esses métodos recorrem a algum tipo
de técnica que estabelega uma cobertura convexa, por exemplo, em (YU; SIDERIS, 1997).
No entanto, essas técnicas sao suscetiveis de introduzir conservadorismos, uma vez que
trajetorias nao realistas sao consideradas. Em segundo lugar, os métodos existentes, em
geral, sao capazes de tratar somente uma classe limitada de dependéncias paramétricas
das matrizes do sistema, basicamente linear (BLANCHINI; MIANI, 1999; GEROMEL;
COLANERI, 2006; CHESI et al., 2007; OLIVEIRA; PERES, 2007), afim (GAHINET
et al., 1996; TROFINO NETO; DE SOUZA, 2001; BLIMAN, 2003) ou racional (SCHE-
RER, 2001; WANG; BALAKRISHNAN, 2002; CHESI, 2013). Consequentemente, esses
métodos nao sao capazes de tratar diretamente dependéncias mais gerais encontradas em
algumas aplicacoes de grande interesse pratico, por exemplo, os modelos quasi-LPV que

aparecem no campo aeroespacial, onde alguns dos parametros endégenos influenciam ele-

14



mentos das matrizes do sistema via fungoes trigonométricas (MARCOS; BALAS, 2004).
Para aplicar os métodos citados em tais problemas, recorre-se a algum tipo de esquema de
linearizacao ou inser¢ao do modelo em outro do tipo politépico, o que é, reconhecidamente,
um procedimento conservador.

Nessas mesmas linhas, algumas técnicas que apresentam os mesmos inconvenientes,
mas que sao de particular interesse para esta dissertacao por apresentarem exemplos
numéricos com potencial para comparacao de resultados, sao as que propoem FL afim-
quadrética (FERON et al., 1996; HADDAD; BERNSTEIN, 1991; KAPILA et al., 1998;
YU; SIDERIS, 1997) e biquadrética (TROFINO NETO; DE SOUZA, 1999; TROFINO
NETO, 1999). Também de interesse para este estudo, a técnica de Chesi (2013), ja ci-
tada, introduziu um método capaz de manipular uma classe particular de dependéncias
paramétricas racionais em dominios politépicos que, apds aproximagoes das dependéncias
paramétricas por fungoes racionais, pode englobar um grande nimero de casos praticos
com, supostamente, pouco conservadorismo, por tratar de condi¢oes necessarias e suficien-
tes e considerar FL. com dependéncia polinomial no estado. Porém, a maior desvantagem
desse método, também comum a alguns outros, especialmente aqueles que utilizam re-
presentacoes do tipo Transformagao Linear Fracionéria (LFT, sigla para os termos em
inglés Linear Fractional Transformation), é que nao inclui a possibilidade de considerar
FL dependentes do parametro e, por conseguinte, também nao permite considerar taxas
de variacao paramétrica limitadas, o que é um fator de grande conservadorismo, pois em
boa parte dos casos de interesse pratico, os modelos dos sistemas nao estao sujeitos a
descontinuidades (derivadas paramétricas infinitas).

Uma estratégia bem conhecida para contornar as desvantagens acima indicadas é a
discretizagao ou gradeamento do dominio paramétrico (WU et al., 1996; APKARIAN;
ADAMS, 1998). Uma das caracteristicas mais atraentes dessa abordagem é a possi-
bilidade de tratar uma classe muito mais geral de sistemas ou de FL dependentes do
parametro, incluindo dominios paramétricos nao convexos. Contudo, a grande falha das
técnicas tradicionais de gradeamento é que as solugoes garantem a satisfacao das res-
tricoes somente para os pontos do dominio discreto considerado, e nao necessariamente
para o dominio continuo inteiro. Consequentemente, uma estimacao otimista do dominio
de estabilidade ou do desempenho robusto pode ocorrer. Na pratica, deve-se selecionar
uma grade tao densa quanto possivel e esperar que as restricoes sejam atendidas para os

infinitos pontos nao considerados no célculo. Obviamente, quanto maior a quantidade
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de pontos considerados, maior é a carga computacional associada. Em suma, as técnicas
tradicionais de gradeamento fracassam ou por considerar apenas condigoOes necessarias
ou por nao fornecer regras sistematicas para selecionar FL candidatas dependentes do
parametro (APKARIAN; ADAMS, 1998; PELLANDA et al., 2004).

Em (DE ARAUJO, 2013) e (DE ARAUJO et al., 2015), os autores propuseram um
método baseado em grade paramétrica para a andlise de estabilidade de sistemas LPV
que consegue tratar as dificuldades das técnicas classicas de gradeamento pelo uso da
Transformada Haar (TH). Ou seja, o método se baseia na teoria wavelet Haar (BURRUS
et al., 1998; MALLAT, 2009) para suplantar as limitagoes citadas dos esquemas de gra-
deamento cldssicos. A novidade da abordagem proposta reside no uso da teoria wavelet
para garantir a satisfagao das restricoes no dominio paramétrico inteiro, mesmo quando
uma grade paramétrica arbitrariamente esparsa é considerada. Isso representa um grande
avancgo em relacao aos métodos tradicionais de gradeamento, que nao fornecem tal certifi-
cado sem a realizacao de testes de verificacao suplementares. Com esse objetivo, a matriz
de estado dependente do parametro é substituida nas LMI por uma aproximagcao arbitra-
riamente precisa, obtida por uma expansao em série de Haar truncada. Entao, uma FL
quadratica no estado e afim por partes no parametro, também baseada em uma expansao
Haar, é buscada via Programacao Semi-Definida (PSD), enquanto um limitante superior
da norma dos termos residuais da expansao Haar da matriz de estado é também consi-
derado. A expansao Haar forma uma base para o espaco de funcoes L5 e a dependéncia
afim no parametro da FL quadratica no estado se torna assintoticamente Ls-quadratica
para expansoes infinitas de Haar. Os algoritmos resultantes envolvem condigoes suficien-
tes de estabilidade, cujo grau de conservadorismo decresce com o aumento da densidade
da grade paramétrica e do nivel de truncamento da expansao Haar. Eles também herdam
as principais caracteristicas das técnicas classicas de gradeamento: podem tratar direta-
mente uma vasta classe de sistemas, bem como dominios paramétricos nao convexos, e
considerar taxas de variacao paramétrica limitadas, o que é mais realista.

No entanto, os resultados teéricos envolvidos em (DE ARAUJO et al., 2015) nao sio
sistematicos nem construtivos de um ponto de vista numérico, requerendo manipulagoes
algébricas especificas para cada sistema e para cada classe de fungao de parametro da ma-
triz de estados. Mais recentemente, Bandeira (2018) e Bandeira et al. (2018) introduziram
novos algoritmos baseados em TH, derivados daqueles resultados, que sao adequados para

implementagao pratica e evitam manipulagoes analiticas e algébricas complexas quando
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uma ampla classe de dependéncias e dominios paramétricos irregulares sao considerados.
Além disso, Bandeira (2018) estendeu a técnica para a anélise de desempenho robusto
Hj e Ho, utilizando tanto FL Independentes do Parametro (PILF) como Dependentes do
Parametro (PDLF). Contudo, os testes numéricos apresentados focaram principalmente

na analise de desempenho Hs.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVOS GERAIS

O principal objetivo deste trabalho é testar numericamente a aplicabilidade dos al-
goritmos propostos por Bandeira (2018), para andlise de desempenho robusto H., de
sistemas LPV, propondo melhorias marginais em termos de complexidade e conservado-
rismo, bem como estendé-los para a sintese de controle robusto com ganho L5 garantido

por realimentagao de estados por meio do desenvolvimento de novas caracterizacoes LMI.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para atingir os pontos supracitados, foram estabelecidos os seguintes objetivos espe-

cificos:

e estudar os algoritmos desenvolvidos em (BANDEIRA, 2018) e avaliar suas limitagoes
e potencialidades na analise de desempenho robusto H,, de modelos académicos, de

forma a complementar os resultados publicados;

e propor melhorias na técnica de analise supracitada, em termos de complexidade e

conservadorismo, mesmo que marginais;

e desenvolver e testar novos algoritmos para sintese de controle por realimentacao de

estados para sistemas LPV via TH.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

A dissertacao esta organizada em 4 capitulos, além desta introducao, da seguinte

maneira:

e Capitulo 2: Apresenta os fundamentos tedricos que sdao a base dessa dissertacao,

bem como alguns resultados anteriores sobre andlise e sintese de controle de sis-
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temas LPV. Sao apresentados conceitos sobre a transformada Wavelet Haar, as
desigualdades matriciais lineares, os sistemas LPV, a andlise de estabilidade e de

desempenho robusto H,, de sistemas LPV.

Capitulo 3: Apresenta de forma resumida as técnicas propostas em (DE ARAUJO
et al., 2015), (BANDEIRA, 2018) e (BANDEIRA et al., 2018) para anélise de esta-
bilidade e de desempenho robusto H,, de sistemas LPV utilizando a TH.

Capitulo 4 Consiste no cerne do trabalhado desenvolvido, onde sao apresentadas as
aplicagoes da técnica proposta por Bandeira (2018) para a andlise de desempenho
robusto H,, de sistemas LPV, assim como as modificagoes propostas para melho-
ria do conservadorismo e sua extensao para a sintese de controle LPV-Haar por

realimentacao de estados.

Capitulo 5: Discute-se, nesse capitulo, os pontos relevantes, as vantagens e limitagoes
das técnicas estudadas, e também sao apresentadas as consideracoes finais, e as

perspectivas para futuros trabalhos.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo sao apresentados os fundamentos tedricos, conceitos e defini¢oes rela-
cionados as principais ferramentas utilizadas neste trabalho e que formam a base para a
teoria de andlise e sintese de controle LPV baseada na TH, apresentada no Capitulo 3,
e para os desenvolvimentos e aplicagoes numéricas introduzidos e apresentados no Capi-
tulo 4. A Secao 2.1 é dedicada a Transformada Wavelet Discreta e, particularmente, a
TH. Na Secao 2.2, algumas defini¢oes relacionadas as LMI sao apresentadas. A tultima e
mais longa secao deste capitulo, a Secao 2.3, relaciona conceitos sobre sistema LPV e a

problemaética de sua andlise de estabilidade e desempenho e de sintese de controle.

2.1 TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA E DE HAAR

Uma wave (onda) é definida como uma fungao que oscila no tempo ou no espago. A
analise de Fourier é uma anélise de ondas que expande sinais ou fungoes em termos de
senoides (ou exponenciais complexas). No entanto, ao se trabalhar no dominio da frequén-
cia, a informagao no tempo é perdida, e a andlise se restringe a fendmenos estacionarios
(BANDEIRA, 2018). Ao se analisar a transformada de Fourier de um sinal é impossivel,
por exemplo, identificar em que momento um evento particular ocorreu.

Como os sinais mais interessantes sao geralmente aqueles que contém caracteristi-
cas nao estacionarias, e estas sao as mais importantes, a andlise de Fourier nao é ade-
quada para detecté-las (BANDEIRA, 2018). Para tentar corrigir este problema, Gabor
(1946a,b,c) adaptou a transformada de Fourier para analisar uma pequena janela do si-
nal: a Short Time Fourier Transform fornece alguma informacao sobre quando e em
quais frequéncias o evento ocorre. Mas s6 é possivel obter esta informacao com precisao
limitada, sendo esta determinada pelo tamanho da janela.

Uma wavelet (pequena onda) tem sua energia concentrada no tempo e permite analisar
o transiente, sendo 1til para fenémenos nao estacionarios (BURRUS et al., 1998). Logo,
a analise wavelet representa o préximo passo logico, isto é, uma técnica de janelamento
com regioes de tamanho varidavel. A andlise wavelet permite o uso de intervalos de tempo
longos para obter informacao em baixa frequéncia mais precisa e regioes menores para

obter informagao em alta frequéncia (BANDEIRA, 2018).
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Para simplificar a apresentacao, nesta secao, 6 é considerado um parametro escalar 6.

Uma wavelet possui as seguintes caracteristicas:

Defini¢ao 2.1. Uma fungao 1¥(0) tem suporte compacto, se existe um intervalo fechado

e limitado, fora do qual ¥(6) = 0.
Definicao 2.2. Uma wavelet é uma funcao ¢(0) € L£1(R) [ L2(R), tal que a familia de
funcoes

Uik (0) 2250 (20— k), (2.1)
em que j ek sao inteiros arbitrdrios, seja uma base ortonormal para o espa¢o Lo(R).

Observagoes:

a) Da definicao acima, se 1) é uma wavelet, entao 1, também o serd para qualquer

J.k € Z.
b) O fator 2/2 mantém a norma da wavelet constante independente da escala j.

¢) Conforme o indice j varia, a forma da wavelet muda em escala, o que permite

representar o detalhe ou resolucao.

d) Note que conforme a escala se afina (j maior), os passos no tempo ficam menores.

Para uma melhor interpretagao das wavelets, faz-se necessario utilizar o conceito de
resolucao para definir os efeitos de mudanca de escala. Portanto, define-se primeiro a
fungao escala ¢, e depois a funcao wavelet ¢ em termos de ¢ (BURRUS et al., 1998).

Considere o conjunto de funcoes escala
o(0)=00—k), ke€Z, ¢cl,. (2.2)
O subespago de L, gerado por estas fungoes é definido por

Vo = span{¢r}, (2.3)

onde a barra representa fechamento de V. Vj contém além de todos os sinais que podem
ser escritos como combinagcao linear de ¢ (@), também todos os sinais limites das expansoes

infinitas. Isto significa que é possivel escrever qualquer funcao f(60) € Vy como

F0) = 3" nnn(0). (2.4)

k
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Caso haja a necessidade de aumentar o tamanho do subespago gerado, deve-se mudar
a escala de tempo. Uma familia de fungoes bidimensionais é gerada a partir do escalona-

mento da funcao de escala basica:
0;(0) = 2729(20 — k), (2.5)

tal que

Vj = span{;(0)} = span{¢x(270)}, (2.6)

o que significa que se f(f) € V;, entao
FO) =) vedn(270 — k). (2.7)
2

Para j > 0, V; é maior pois ¢;; ¢ mais estreita e deslocada em passos menores,
representando assim detalhes mais finos. Para j < 0, V,; é menor ja que ¢, é mais larga
e deslocada em passos maiores, representando apenas informagoes grosseiras.

A formulagao Anélise de Resolugao Multipla (ARM) requer que (BURRUS et al.,
1998):

- CV,LycCcV,,CcVoCViCV,C---C Ly (28)
ou
V; CV,y paratodo j€Z, (2.9)
com
Voo =1{0} e Vi =Ly (2.10)

O espaco que contém sinais de alta resolucao também contém os de baixa resolu-
cao (FIG. 2.1). Os elementos de um espago sao simplesmente versoes escalonadas dos

elementos do proximo espaco
f(Q) € Vj <~ f(?@) € Vj+1. (211)

O espago dos intervalos de ¢(2/6 — k), denotado por V; e apresentado em (2.8) e (2.11),
é obtido impondo que ¢(#) € Vy, isso significa que se ¢(0) estd em Vj, também estd em

V1, espago ocupado por ¢(260). Ou seja, ¢(6) pode ser escrita como a soma ponderada de
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FIG. 2.1: Espaco V;.
Fonte: (BANDEIRA, 2018)

(260 — n):
$(0) =Y h(n)vV26(20 —n), n€Z. (2.12)

onde os coeficientes h(n) sdo uma sequéncia de niimeros reais ou possivelmente complexos
chamados de coeficientes de fungao de escala (ou filtro de escala ou vetor de escala).

As fungoes wavelet 1;, geram as diferencas entre os espagos gerados pelas funcoes
escala. O complemento ortogonal de V; em V;;; é definido como W;. Isto significa que

todos os elementos de V; sao ortogonais aos membros de W;:
(0j1(0),4,,(0)) = /%k(e),wj,l(e)de =0, jkleZ. (2.13)
Comegando (2.8) em j = 0, tem-se que
VoCVyCVyC-- C Lo (2.14)
Definindo o subespago W, gerado pela wavelet tal que
V=V, W, (2.15)

que pode ser estendido para
Vg == Vo @ WO @ Wl. (216)
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Logo, em geral, conforme ilustrado na FIG. 2.2, tem-se que

Lo=VodWodW; - (2.17)

Wa LW, LWh LV Ve 2We 2V 2V

we [ wr [ We [ v )|

FIG. 2.2: Relagao entre os espagos V;, W,.
Fonte: (BURRUS et al., 1998)

A escala do espaco inicial é arbitraria e pode ser escolhida em uma resolucao mais
alta.

Como as wavelets residem no espago ocupado pela préxima fungao escala mais estreita,
Wy C Vy, elas podem ser escritas como a soma ponderada de ¢(20 —n), definida em (2.12)

(BURRUS et al., 1998):

() =>] hi(n)V2p(20 —n), n € Z,
hi(n) = (=1)"h(1 — n).

(2.18)

Como as funcoes definidas em (2.12) e (2.18) geram uma familia de fungoes, elas as
vezes sao chamadas de “wavelet pai” e “wavelet mae”, respectivamente. De fato, o conjunto
de funcoes ¢x(0) e 1;,(0) gera o espago Lo, dessa maneira, qualquer fungdo f(#) € Lo

pode ser escrita como uma expansao em somatorio infinito, da seguinte forma:

o0

FO =D vt (0)+ > > winthin (6). (2.19)

k=—o00 j=0 k=—00

O primeiro somatdério fornece uma aproximagao em baixa resolucao de f(). O nivel

de resolugao da func¢ao aumenta com o acréscimo no indice j no segundo somatoério; ou
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seja, existe uma analogia com a série de Fourier em que os termos de mais alta frequéncia
contéem os detalhes do sinal.

Os coeficientes vy, e w;y, de (2.19), sdo calculados pelos produtos internos:

oo = (F(0) . 61 () 2 / " 1(0)én (9) db, (2.20a)
W = (f(0), Yk (9)) £ /_OO f(@)wj,k (0) db. (2.20b)

Neste estudo, as funcgoes ¢;(0) e 1;;(f) de interesse sdo aquelas ortonormais, embora
isso nao seja requisito obrigatorio para a definicao de uma wavelet.

Se o primeiro somatério da segunda parcela de (2.19) for truncado em j = J, uma
aproximacao f (0) da fungao f(#) é definida. Assim, quanto maior for o limitante .J, menor
serd o erro de aproximacao. Outro fator que influencia no erro de aproximacao ¢é a funcao
de base escolhida. Neste caso, a partir de um espaco inicial Vj, pode-se aproximar uma

funcao da seguinte forma:

K J 9(j)
F(0) = F(0) +e(0) = vnon(6) + Z > wistin(0) + e(0), (2.:21)

em que e(f) é o erro da aproximagao ao se usar o truncamento, ou seja:

oo 9(j)
e0) = > ) wistbix(0),

j=J+1 k=0

e g(j) relaciona o tempo ou localizagao k com a escala ou frequéncia j, variando de acordo
com o dominio da funcao.

Existem diversas vantagens para o uso de fungoes escalas e wavelets ortogonais entre
si. Fungoes de base ortogonais permitem o calculo dos coeficientes de expansao de forma
simples e o teorema de Parseval associado permite particionar o sinal de energia no dominio
da transformada wavelet. Se as funcoes escala e wavelet formarem uma base ortonormal,
entdo o teorema de Parseval pode ser utilizado para relacionar a energia do sinal f(f) em

cada componente com seus coeficientes wavelet, da seguinte forma:

IR EDSTIED S STG (229)

k=—o0 J=0 k=—o00
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As bases wavelets ortogonais sao também bases incondicionais' para uma ampla classe
de fungoes e, portanto, sdo bases 6timas para a sua compressao e reconstru¢ao (DONOHO,
1993). Isto significa que as expansdes wavelet de fungdes possuem coeficientes cujos va-
lores caem rapidamente com o aumento do nivel de resolucao, assim a funcao pode ser

representada com boa aproximacao por um pequeno numero de coeficientes. Note que a

o 9(j)
energia do erro, dada por [*_le(f)?dd = > > |w;xl? tende a zero quando J — oo.
j=J+1k=0
Haar (1910) mostrou que fungoes de ondas quadradas podem ser transladadas e es-

calonadas para criar uma base para o espaco de fungoes L£,. Somente muitos anos mais
tarde, verificou-se que o sistema de Haar é um caso particular de um sistema wavelet.
Uma wavelet Haar é definida no espaco de Hilbert £, que assume valores em {O,\/? },
sendo ¢ um numero inteiro positivo. Escolhendo a fungao escala ¢(6) com suporte com-
pacto 0 < 6 < 1, a solugao de (2.12) é uma fungao retangulo simples, com coeficientes

h(0) = \/Li e h(l) = \%, 0 que equivale a:

¢(0) = ¢(20) + (20 — 1), (2.23)
e a solugao de (2.18) requer uma fungao wavelet (6) com hy(0) = \% e hi(l) = _\/Li’ ou
seja,

$(60) = 6(20) — 6(20 — 1), (2.24)

Portanto, as respectivas funcoes da base Haar Pai e Mae sao dadas por

(2.25a)
0, caso contrario,

{ 1,se0<0<1,

1,se 0 <60 <0,5,
¥(0) =< —1,805<0 <1, (2.25b)

0, caso contrario.

e estao graficamente representadas na FIG. 2.3.
A partir da funcao Haar mae, é possivel construir func¢oes de base de niveis de resolugao

mais elevados. As funcoes desta base sao constituidas por constantes, ou constantes

1Uma base ortogonal de um espaco de funcdes é incondicional, se qualquer permutacdo de seus ele-
mentos, é também uma base para esse espago.
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FIG. 2.3: Perfil das func¢oes da base Haar.
Fonte: (BANDEIRA, 2018)

por partes, conforme podem ser verificadas nas representacoes das fungoes pai e mae
apresentadas em (2.25) e na FIG. 2.3. Assim, todas as demais fungoes da base Haar
geradoras dos subespagos W;;, por guardarem as caracteristicas da funcao mae, tém esta
propriedade (BANDEIRA, 2018). Uma consequéncia disso é que, no processo de sintese de
funcoes, a base Haar possibilita aproximar uma determinada funcao por outra constante
por partes.

A aproximacao obtida pela TH, em véarias resolucoes, para uma dada funcao teste,
é ilustrada na FIG. 2.4. O exemplo trata da mistura de um sinal ondulatério, que tem
perfeita representacao no dominio de Fourier, e duas descontinuidades. A componente no
espago inicial da decomposigao (Vy) é, simplesmente, a média do sinal. Com a inclusao
crescente de escalas wavelets, a aproximagao converge para o sinal original. Embora na
FIG. 2.4 se utilize a base Haar, a recomposicao ilustra uma propriedade geral bastante
conhecida da Transformada Wavelet Discreta (TWD): cada novo nivel de resolugao acres-
cido reduz o erro médio quadratico entre a sintese e a funcao original. Esta caracteristica
decorre da forma pela qual os coeficientes da transformada sao obtidos.

A partir desta abordagem, pode-se representar qualquer funcdo f(f) € Lo(R) da

seguinte maneira:

F(0) = w(6) + 3wy (0), (226)
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FIG. 2.4: Aproximacoes dadas pelas fungoes Haar em V.
em que
UO(Q) € VO: ou Seja‘ UO(Q) = Z Uk¢k(0)7
k=—0c0
e
w;i(0) € W;, ouseja w;(0) = > w;r;i(f).
k=—o00
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Outras propriedades relativas a funcao escalar e wavelet de Haar e também aos al-
goritmos para a decomposigao e reconstrugao Haar, podem ser encontrados em (BAN-

DEIRA, 2018). Algoritmos para decomposigao e recomposicdo Haar e obtencao de ex-
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pansoes Haar truncadas estdo disponiveis no Wawvelet Toolboz do programa Matlab®.

2.2 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES (LMI)

Os estudos sobre LMI associados a sistemas de controle foram motivados, principal-
mente, pela teoria de estabilidade de Lyapunov (BOYD et al., 1994) que mostrou que um
sistema linear homogéneo

x(t) = Ax(t), A €R"™" (2.28)

é estavel, se e somente se, existir uma matriz real simétrica P = P, tal que
P> 0eque PA+ATP <0, (2.29)

em que simbolo “~" significa que P é positiva definida, isto é, u’ Pu > 0 para todo u € R",
u # 0, e o simbolo “<” significa que PA + ATP ¢é negativa definida. A segunda restricao
em (2.29) é chamada de inequagao de Lyapunov em P, sendo uma forma especial de LMI.
A matriz P também é referida muitas vezes na literatura como matriz de Lyapunov. Foi
demonstrado por Lyapunov que essa LMI pode ser explicitamente resolvida. De fato,
dada uma matriz Q = Q = 0, pode-se encontrar analiticamente, pela solucao de um

conjunto de equacoes lineares, uma matriz P > 0 que satisfaz a equagao
PA+ AP =-Q (2.30)

se e somente se o sistema (2.28) for estavel.

Willems (1971) comprovou também que a LMI

PA+ATP+Q PB+CT

=0, P=PT"~0 (2.31)
B'P +C R

poder ser resolvida pelo estudo das solucoes simétricas da seguinte equagao algébrica de

Ricatti:
PA+ATP - (PB+CHR YB'P+C)=-Q, Q=Q">0. (2.32)

Nas LMI (2.29) e (2.31), a matriz P ¢ a varidvel do problema, sendo as outras matrizes

consideradas conhecidas a priori. Note que as matrizes das LMI sao lineares na variavel.
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Essas LMI podem ser facilmente reescritas na forma da definicao a seguir, em que os

elementos da matriz P passam a formar um vetor de variaveis a serem determinadas.

Defini¢ao 2.3. (BOYD et al., 1994) Uma LMI é uma desigualdade da forma

F(z) :=Fo+ Y xF; =0 (2.33)
i=1
em que X = [T1,Ta, ... 7,7 € R™ € a varidvel e as matrizes simétricas {F; € R™" i =

0,....,m} sao dados do problema.

A LMI 2.33 é uma restrigao convexa em X, isto é, o conjunto {x|F(x) > 0} é convexo.
Uma outra propriedade importante é que todos os autovalores de uma matriz real e si-
métrica sao reais e que, se F(x) > 0 (F(x) < 0), todos os seus autovalores sao positivos
(negativos), ou seja, o menor (maior) autovalor A, (F(x)) (Anaz(F(x))) é positivo (ne-
gativo). Uma maneira valida de expressar miltiplas LMI, FM(x) < 0,....F?)(x) < 0, é
por meio de uma simples LMI: diag(F™M (x),...,F®) (x)) < 0. Também, pode-se utilizar o
complemento de Schur para converter algumas desigualdades matriciais nao lineares para
a forma de LMI (BOYD et al., 1994).

Os problemas de encontrar P sujeito as restrigoes (2.29) e (2.31) sao ditos problemas
de viabilidade, mas muitos problemas na area de sistemas de controle sao definidos como
problemas de otimizagao de uma combinacao linear das variaveis sujeita a restrigoes LMI,
ou seja, min (CTX) sujeita a F(x) = 0, em que ¢ é um vetor conhecido.

Muito;c algoritmos de programacao semidefinida estao disponiveis hoje para solugao
numérica de problemas de viabilidade ou otimizacao convexa (BOYD et al., 1994). Neste
trabalho, o solver Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000) é utilizado para prover so-

lugdes numéricas de problemas LMI.

2.3 SISTEMAS LPV E QUASI-LPV

Uma classe importante de sistemas dinamicos nao estacionarios, da qual fazem parte
varios sistemas aeroespaciais e mecatronicos, pode ser representada por um conjunto de
equacoes diferenciais nao lineares de primeira ordem. Modelos LPV sao, muitas vezes,
uteis para a aproximar a dinamica de sistemas nao lineares (T()TH et al., 2010; LOVERA
et al., 2013). A estrutura dos modelos LPV fica em um campo intermediario entre a

dinamica linear e a nao linear, sendo descrita por equacgoes diferenciais lineares cujos
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dados dependem possivelmente de uma forma nao linear dos parametros que variam no
tempo e podem depender da dindmica do préprio sistema (BANDEIRA, 2018).

Por meio de uma escolha apropriada dos vetores das varidveis de estado x(t) € R™,
da entrada u(t) € R™ e da saida y(t) € RP, pode-se, em geral, obter um modelo
M(O(x(t),t),t), representado por uma notacdo mais simplificada como M(@(t),t), nao
linear em relagao ao vetor de estado, mas linear em relacao a entrada, da seguinte forma

(RUGH; SHAMMA, 2000):
(2.34)

As matrizes A (0(t)), B(0(t)), C(0(t)) e D(0(t)), cujos elementos sdo supostos per-
tencer ao espago Lo(R), sdo de dimensdes compativeis com as dimensoes do vetor de
estado, x(t) € R™, e dos sinais de entrada, u(t) € R™, e de saida, y(t) € R?, e definem
completamente a dinamica do sistema.

Nota-se que a caracteristica nao estacionaria tem origem no vetor de parametros 0 (t) €

R", com 6 (t) = [67 (x (1)) 07 (1)]"

, €m que:

e 0, (x(t)) € R™ é uma varidvel enddgena, ou seja, que depende da dinamica interna

do sistema;

e 0,(t) € R™ é um parametro exdgeno, ou seja, que evolui no tempo de forma inde-

pendente da dinamica interna do sistema.

A presenca dos parametros endégenos, 8, (x (t)), no vetor de parametros, 6 (t), carac-
teriza o modelo denominado de quasi-LPV (RUGH; SHAMMA 2000), no qual a dinamica
nao linear da planta é reescrita como se fosse independente dos estados por meio de pa-
rametros varidveis no tempo inseridos no vetor 6,(t), como detalhado mais adiante.

Os sistemas LPV podem ser vistos como uma generalizacao dos sistemas Lineares
Invariantes no tempo (LTI) ou dos sistemas Lineares Variantes no Tempo (LTV), j& que
no conjunto de suas possiveis trajetérias podem estar as fungdes constantes, 8(t) = 6y,
ou fungoes do tempo 0(t) = t.

O paradigma LPV foi introduzido por Shamma (1988), em sua tese de doutorado, para
analise de tabelamento de ganhos no projeto de controladores. O tabelamento de ganhos
é uma abordagem que constréi um controlador nao linear para uma planta nao linear,

interligando uma colecao de controladores lineares. Esses controladores sao combinados
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em tempo real (por chaveamento ou interpolagao) de acordo com uma medida em tempo
real.

Nesse contexto, é dificil dissociar o problema de analise do problema de projeto ou sin-
tese de controladores, em uma discussao sobre modelagem ou sistemas LPV (BANDEIRA,
2018). Na sintese de controladores dentro da técnica de tabelamento (ou interpolagao) de
ganhos, em que coeficientes do controlador variam de acordo com os sinais que definem
a operacgao do sistema, que por sua vez podem ser tanto exdgenos quanto enddgenos em
relacao a planta, o primeiro passo ¢ a obtencao de uma descri¢ao linear aproximada do
sistema nao linear descrito em (2.34) em torno de uma trajetéria das condi¢oes operati-
vas, cujas variagoes sdo consideradas suficientemente lentas (RUGH; SHAMMA, 2000).
A obtencao de modelos lineares justifica-se pelo grande desenvolvimento de técnicas de
controle lineares nas ultimas décadas.

A abordagem classica é aquela baseada na linearizacao Jacobiana da planta nao linear
ao redor de uma familia de pontos de equilibrio, tendo como resultado uma familia de

plantas linearizadas. Na pratica, historicamente, a maneira mais utilizada consiste em:

e obter um modelo linearizado, via linearizacado Jacobiana classica do modelo (2.34)

em torno de um conjunto de pontos de equilibrio x(()i)(uéi)),i =1.2,..:

(1) 2 %(1) = A(8,)x(1) + B(8:)u(?),
y(t) = 3(t) = C(8,)%(t) + D(8,)ut),

parametrizado por

ERT: T:T1+T2;

e definir uma trajetéria nominal de x(t) para o sistema e, supondo que 0, (x (t)) e
0, (x(t)) = db, (x(t)) /dt sao limitadas e independentes de x¢(t) e de dxo(t)/dt,
derivar um modelo do tipo LPV (2.34) onde o parametro e sua taxa de variagao

evoluem em dominios compactos, 8(t) € © C R", 8(t) € ©, C R" Vt:;

e eventualmente, escolher uma trajetéria @(t) <— 6y(t) ou congelar o parametro em

um ponto dado 0(t) «— 6, para obter, respectivamente, um modelo LTV ou LTI.

Contudo, as trajetorias dos estados do modelo LPV assim obtido aproximam as dos

estados do sistema nao linear somente para taxas de variagao paramétrica suficientemente

baixas (ROSENBROOK, 1963).
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Outra abordagem é obter um modelo quasi—LPV a partir do modelo nao linear con-
sistindo em escolher convenientemente a funcao 0, (x (¢)) para reescrever a dinamica da
planta em um formato em que os termos nao lineares possam ser redefinidos por um pa-
rametro variante unicamente em funcao do tempo. De forma andloga ao caso anterior,
considera-se que as trajetorias desse parametro sao limitadas e independentes das trajeté-
rias de x(t), para desacoplar as fun¢oes matriciais A (6(t)), B (6(t)), C(6(t)) e D (0(t))
das varidveis de estado (BANDEIRA, 2018). E importante observar que nesta formulagao
nao existe linearizacao da planta, nem ponto de equilibrio explicito. Em contrapartida,
ela pode ser muito conservadora, pois trajetorias irrealistas sao introduzidas na descri¢cao
da planta. Ou seja, mesmo que limites nas taxas de variagoes dos parametros compativeis
com a realidade sejam considerados, trajetérias fisicamente impossiveis para a dinamica
original do sistema sao invariavelmente introduzidas no modelo. Conclui-se, entao, que
a dinamica de um modelo quasi—LPV, em geral, pode nao se aproximar adequadamente
daquela do correspondente sistema nao linear.

Embora o modelo quasi—LPV nao seja valido para simular o sistema original nao
linear, o conjunto das trajetérias dinamicas do primeiro contém o conjunto das do segundo.
Assim sendo, se uma lei de controle atende aos requisitos de desempenho para todas as
trajetorias no dominio © x ©4 da representagao quasi—LPV, entao ela também os atende
para o subconjunto das trajetérias realistas dos estados. Este raciocinio vale nao somente
para o caso de sintese de controle mas também para o caso de andlise. Além disso, ressalta-
se que o modelo quasi—LPV de um sistema nao linear nao é Uinico e uma representacao
adequada dependera do objetivo da técnica de andlise ou de sintese a ser utilizada.

Exzemplo: Considerando o sistema nao linear (RUGH; SHAMMA, 2000):

1(t) = sen(x1(t)) + wo(t), To = xq1(t)z2(t) + u(t),
uma representacao quasi-LPV é dada por

() = A(x()x(t) + Bu(p) = | “r@@)/a® 1 u(t).

] x(t) + )

Esta representagao s6 serve para o controle por tabelamento de ganho se todos os
estados estiverem disponiveis para realimentacao, ja que A(x(¢)) depende de dois estados,
comz(t) #0Vted, (x(t)) =x(t) £ [21(t) 22(t)]7. No entanto, a seguinte representacio
tende a ser menos conservadora, uma vez que o parametro 6, (x (t)) é definido por uma

unica varidvel de estado (0, (x (t)) = x1(t)):
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Duas outras classes mais restritivas de modelos LPV| obtidas a partir da forma mais
geral (2.34), sdo as vezes admissiveis e mais adaptadas a certos métodos especificos de
controle por tabelamento de ganhos. Uma dessas classes refere-se aos modelos do tipo
LFT. A outra classe de representacao LPV é a dos modelos politopicos. Estas classes de
modelos LPV nao estao no foco deste trabalho, pois se pretende trabalhar com métodos
de anélise e sintese aplicaveis a classes mais gerais de representagoes que incluem aquelas
classes especificas. Contudo, resultados numéricos obtidos por técnicas mais restritas
sao utilizados para comparacoes e testes dos algoritmos tratados e desenvolvidos neste
trabalho.

Vale também ressaltar que um sistema pode ser LPV pela sua propria natureza, nao
sendo necessaria nenhuma aproximacao ou linearizacao suplementar para construir o mo-
delo (2.34), caso em que 11 =0 e r = 79.

Uma categoria mais recente de controle por tabelamento de ganhos é o controle LPV,
que se desenvolveu a partir da década de 1990, com o surgimento de técnicas mais efici-
entes de PSD que resolvem numericamente problemas de otimizagao com objetivo linear
sob restrigoes do tipo LMI (descritas na segao anterior). A afinidade existente entre a
formulacao LMI e a teoria de Lyapunov permite estender, para sistemas LPV, critérios
de estabilidade e desempenho robustos Hy e H,, desenvolvidos para sistemas LTI. As
técnicas de sistemas de controle que estendem os métodos de andlise e sintese de con-
trole robusto linear para sistemas LPV pertencem, entao, a chamada classe de técnicas
de controle LPV.

O modelo LPV ou quasi-LPV (2.34) possibilita uma dependéncia paramétrica bas-
tante geral, englobando a maior parte das situagoes praticas nas areas de interesse de
sistemas aeroespaciais e de defesa. Nos tltimos anos, as técnicas de controle LPV tém
chamado a atencao pelo fato de proporcionarem uma forma elegante para tratar proble-
mas de tabelamento de ganho e interpolagao de controladores de sistemas nesses campos

de interesse (BANDEIRA, 2018).
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2.3.1 ANALISE DE ESTABILIDADE

Sabe-se que uma condicao necessaria e suficiente para a estabilidade interna de um
sistema LTI é que seus polos pertencam ao semiplano esquerdo estrito do dominio de
Laplace s ou, para o caso de modelos em espaco de estado, que os autovalores da matriz
dinamica A tenham sua parte real estritamente negativa.

Para sistemas LPV, a estabilidade por meio da localizagao dos autovalores da matriz da
dinamica A nao é suficiente, pois a condi¢ao Re(\;(A (0(t)))) < 0,i=1,--- n,VO(t) € O
é necessaria, mas nao é suficiente para garantir estabilidade (ROSENBROOK, 1963).
Utiliza-se entao a teoria de estabilidade de Lyapunov, que é uma teoria mais abrangente.
Assim sendo, nesta secao, apenas serao abordado os itens relevantes ao estudo de sistemas
LPV.

Seja o sistema homogéneo geral em que f(x(t),f) : R* — R™ e t > to:

x(t) = £(x(1)1),

2.35
x(ty) = Xo. (2:35)

Pressupoe-se que sejam validas a existéncia e a unicidade da solucao do sistema de
equagoes diferenciais do sistema (2.35). Além disso, supoe-se, sem perda de generalidade,

que xo = 0 seja um ponto de equilibrio para o sistema?, ou seja, V¢ > t,, £(0,t) = 0.

Definicao 2.4 (Estabilidade Assintética Global - EAG, ou Estabilidade Assintética Uni-
forme). A trajetoria de equilibrio x(t) = 0 € dita uniformemente assintoticamente estdvel

se:
o Ve >0, 3(e) tal quet >ty >0, ||x(to)]] < d = ||x(t)] <€,

e dc> 0 | V|x(to)|| < ¢, x(t) = 0 quando t — oo, sendo que
Ve > 0,3T(c) |Vt > to+ T, ||x(t)]] <e.

Se essas condicoes forem wverificadas para ¢ — oo, entao a trajetoria de equilibrio

x(t) = 0 € dita globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

Definicao 2.5 (Estabilidade Exponencial (Global)). A trajetéria de equilibrio x(t) = 0

¢ dita (globalmente) exponencialmente estdvel se:

e as condigoes de estabilidade assintdotica uniforme (global) forem verificadas,

2Essa hipdtese nao é restritiva, sendo satisfeita por simples translacio (VIDYASAGAR, 1978).
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e I\ >0 tal que V|x(to)| < ¢, IM(x(ty)) tal que t >ty = ||x(t)|| < Me .
Para os enunciados a seguir, considere a fungao escalar V (¢,x(t)) como continua.

Teorema 2.1. (VIDYASAGAR, 1978) O sistema (2.35) é globalmente uniformemente
assintoticamente estdvel se existe uma fungdo continuamente diferencidvel, V (t,x(t)), de-

finida em Ry x R™ com valores em R, tal que, para todo x(t) € R™ e todo t positivo:
ar([x@)) < V(Ex(t)) < aa(lx(D)]), (2.36)

V(tx(t) < —as(|[x(0)])), (2.37)

em que aq(.), as(.) e az(.) sdo fungoes definidas sobre Ry com valores em Ry, continuas,

estritamente crescentes, nao limitadas e nulas na origem.

A funcio V(tx(t)) é a derivada temporal de V(t,x(t)) ao longo das trajetérias do

sistema 2.35. Ela é definida como

V(tx(1) £ dv(i;‘(t)) = av(gf(t)) - axgg:(cg)) dxg;t). (2.38)

k=1

Pode-se observar que, pelo Teorema 2.1, V' (¢,0) = 0, Vt > 0.
O teorema a seguir é uma variante do Teorema 2.1. Trata-se de uma extensao para
fungoes V' (t,x(t)) que sejam continuamente diferencidveis por partes. Por outro lado, ele

particulariza as fungdes «;, para i € {1,2,3}, \; e c€ R:
a;(Ix@®)]]) = Nil|x(®) |, A > 0,¢ > 0. (2.39)

Além disso, V(t,x(t)) passa a ser func¢ao apenas de x(t).

Teorema 2.2. (PETTERSSON; LENNARTSON, 1997) O sistema (2.35) é globalmente
exponencialmente estdvel se existe uma funcdo continuamente diferencidvel por partes,

V(x(t)), definida sobre R™ com valores em R, tal que, para todo x € R™ e todo t positivo:
Allx@] < VI(x(2) < Aax @)% (2.40)

V(x(t)) < =Asllx(0)]l (2.41)
com as constantes A\i,\a,\3, ¢ estritamente positivas e reais.
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Denomina-se Funcao de Lyapunov (FL) a fungao V (¢,x(t)) que atende as condigoes
dos Teoremas 2.1 e 2.2. Ela pode ser vista como uma medida generalizada da energia do
sistema. Para que o sistema (2.35) seja estavel, a funcao V' (¢,x(t)) tem que ser decrescente
ao longo de todas as trajetorias desse sistema. Embora nao seja explicito, a estabilidade
exponencial global garante a estabilidade do ponto de vista entrada/saida (KHALIL,
2002). Nao obstante o Teorema 2.2 aponte para a estabilidade do sistema (2.35), ele nao
¢é construtivo no sentido que nao indica como encontrar uma FL, caso seja possivel.

Considere, agora, a particularizacdo do sistema (2.34), como um sistema homogéneo
quasi-LPV:

x(t) =A(0(t))x(t), =x(ty) =x%0, t>to, (2.42)

em que x(t) € Dy C R" e O (t) € O representam, respectivamente, os vetores de estado

e de parametros. As trajetorias dos parametros 6, evoluem em um dominio compacto,

a0 _ g

5 (t) em um hiper-retangulo ©4. Supde-se também que

O, com taxa de variagao
A O LR,
O proximo teorema fornece condigoes de suficiéncia para a analise de estabilidade de

sistemas homogéneos continuos no tempo.

Teorema 2.3. O sistema nao linear homogéneo (2.42) é globalmente (em todo o dominio
Dy ) e assintoticamente estdvel em torno do ponto de equilibrio nulo (estado constante),
se existe a fungdo escalar continuamente diferencidvel V(x(t),t): (R",R) — R, definida

em Dy X [tg, 00), tal que:
(i) V(0,t) = 0;
(i) V(x(t),t) > 0 para todo x # 0;

(i) V(x(t),t) < 0 para todo x # 0,

No Teorema 2.3, se ao invés da condigao (iii) for considerada a seguinte condigao (iv)
V(x(t),t) < 0Vx € Dy, o resultado da andlise da estabilidade é dita somente no sentido de
Lyapunov, mas nao é necessariamente assintotica, isto é, o vetor de estado evolui em torno
do ponto de equilibrio, mas podera nao se aproximar gradualmente do mesmo (KHALIL,

2002, p 114). Denomina-se como segundo método (ou método direto) de Lyapunov essa
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forma de construcao da FL para verificacao de estabilidade. Para sistemas nao lineares,
nao existe um procedimento sistematizado generalizado para obtencao dessa funcao.
Para sistemas lineares, a estabilidade assintotica uniforme é equivalente a estabilidade
exponencial e pode ser deduzida, por meio dos Teoremas 2.2 e 2.3, utilizando-se uma FL
quadrética (VIDYASAGAR, 1978). Portanto, para analisar a estabilidade de sistemas

LPV, sera utilizada a seguinte funcao quadratica candidata
V(t) = V(0(t).x(t) = x" ()P (O())x(t), (2.43)

em que a matriz dependente do parametro P(0(t)) é simétrica e cujos elementos sao
chamados de varidveis de Lyapunov quando V() for uma FL.
A derivada ao longo das trajetérias para a FL dependente do parametro V (6(t),x(t),t),

denotada por V(t), ¢ obtida por
V() = oV (t) de(t) N oV (t) dx(t).

20(t) dt | om(t) di (244)

Para que V(x(),0(t)) seja uma FL e, consequentemente, o sistema seja estavel, ela

deve satisfazer o Teorema 2.3, de modo que

V(x(t),0(t) >0, V(x(t),0(t) <0, | x # 0, (2.45)
V(0,0(t)) =0 e V(0,0(t)) = 0.
A primeira restricio é satisfeita quando a matriz P(0(t)) é positiva definida:
P(6(t)) = PT(6(t)) ~ 0,V0(t) € ©. (2.46)
A segunda restrigao implica, de acordo com (2.44), em
XT(t>P§9(t))x(t) +xT(P(O(1))(A(O(1)x(1)) + (x" () AT(0(1)))P(O())x(t) = (2.47)
x'(t) |P(6(t)) + P(6(t))A(6(t)) + AT(6(2))P(6(t)) | x(t) < 0,
que 6 satisfeita quando
af(;_go)% +P(O)A(8) + AT(O)P(0) <0, VO € ©, VO € O,. (2.48)

A notacdo §(M) = M + M é por vezes usada em grandes desigualdades matriciais,
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deste ponto em diante.

OP(0) do

A derivada da varidvel de Lyapunov =5~ = P(0(t)) pode ser desconsiderada na

inequagao (2.48) em duas situagdes distintas:

e quando o parametro varia de forma suficientemente lenta (fl—f ~ 0) com o tempo
que a sua derivada possa ser considerada nula, condi¢ao para a qual a desigualdade

(2.48) passa a ser escrita como

P(O(t))A(O(t)) + AT(6(t))P(O(t)) <0, VO(t) € 6;

e quando sao admitidas taxas de variacao paramétricas arbitrarias, incluindo valores

16]| < p — o0, ou seja, quando a FL candidata é considerada independente do

oP(O) _

parametro, P(6(t)) = P = =545~ = 0, condicao para a qual a desigualdade (2.48)

passa a ser escrita como

PA(0(1)) + AT(6(t))P < 0, VO(t) € O.

A inequagao matricial (2.48) é denominada como uma Desigualdade Linear Matricial
Parametrizada, ou PLMI (do inglés Parametrized Linear Matrixz Inequality). Como o
parametro 0(t) é uma fungao continua do tempo, a PLMI tem que ser satisfeita VO(t). A
especificacao da desigualdade (2.48) implica na solugao de um problema de otimizacao de
natureza convexa, porém de dimensao infinita e com infinitas restrigoes. Isto é, P(6(t))
evolui dentro de um espago de fungdes de dimensao infinita e o nimero de LMI em 6(t)
também ¢ infinito. Essa problematica decorre da suposicao de dependéncia paramétrica

geral do sistema e define o problema central a ser tratado neste trabalho pelo uso da TH.

2.3.2 ANALISE DE ESTABILIDADE BI-QUADRATICA

Trofino Neto e de Souza (2001) e de Oliveira et al. (2002) consideram os problemas
de andlise de estabilidade e de desempenho de sistemas LPV para o caso particular em
que o dominio paramétrico é um politopo e as matrizes do sistemas sao fungoes afins do

parametro. Seja o sistema LPV descrito pela equagao de estado em (2.34), em que

A(6) = Ay + AO, B() = BO,, C(0) = CO,, D() = DO,, (2.49)
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L,
elIn
In ellm
©=|  |,0.= , 0, =1 |, (2.50)
O] :
0.1,
01

em que Ag, A, B, € e D sao matrizes dadas de dimensoes compativeis e @ = [0;,...,0,]T €

R” é um vetor de parametros reais que podem variar no tempo.

Definigao 2.6 (Estabilidade bi-quadrética). (DE OLIVEIRA et al., 2002) Seja © xO4 um
politopo de vértices conhecidos representando o dominio admissivel de (9,9). O sistema

x(t) = A(0)x(t) € bi-quadraticamente estdvel se existe uma matriz simétrica P € R

da forma:
! I
P=P,+P,0+0"P +0"P,0 = P ,
S C)
P, P
P= ,(; 1 7 1:)1 c Rnxnr7

tal que as condigoes equivalentes a (2.46) e (2.48) sejam satisfeitas para todo (8,0) €
O x @d-

: (2.51)

PO) =0
P(0) + AT(0)P() + P(O)A(H) <0

Note que a estabilidade bi-quadratica implica que o sistema x(t) = A(0)x(t) é expo-
nencialmente estivel ¥(6,8) € © x O, e V(x,0) = x"P(8)x é uma FL com dependéncia

quadratica nos parametros e nos estados do sistema.

2.3.3 ANALISE DE DESEMPENHO ROBUSTO H.,

Para sistemas LPV, o isomorfismo tempo/frequéncia induzido pela transformada de
Laplace nao se aplica, de forma que nao tem fundamento em falar em funcao ou matriz
de transferéncia. Desta maneira, o mesmo ocorre para medidas de desempenho que con-
sideram limites sobre normas Hy e H,, de fungoes de transferéncia (BANDEIRA, 2018).
Portanto, ha a necessidade dos conceitos de normas Hs e H,, serem estendidos para

sistemas com apenas interpretacoes temporais.
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2.3.3.1 DESEMPENHO ROBUSTO H,

O ganho induzido pela norma Lo de um sistema LPV modelado por (2.34), represen-

tado por um operador G, é descrito como a maior razao possivel entre a norma L, do

sinal de saida y(t) e norma Ly do sinal de entrada u(t), para um conjunto de sinais de
entrada quadraticamente integraveis.

ganho Lo = || G || = sup

[y ll2

uclo |uH2 '

(2.52)
O ganho £, pode ser representado pelo menor v que satisfaca

Am@wfyw)wSV{gmmuﬁmwww

(2.53)
Para sistemas LTI, o ganho L4 se reduz ao valor da norma H,, do sistema, ou seja,

a norma L, induzida representa a extensao para sistemas lineares nao estacionarios da

norma H., de sistemas lineares estacionarios (BOYD et al., 1994).

No caso especifico de sistemas LPV, sera utilizado o conceito de sistemas dissipativos

por sua analogia com o conceito de energia generalizada de Lyapunov e por ser a forma
que as LMI surgem mais naturalmente.

Considere o sistema geral dado por
(2.54)

denominada fung¢ao ou razao de alimentagao.

Definigao 2.7 (Sistemas dissipativos). O sistema dinamico (2.54) é dito dissipativo para

a razao de alimentacdo s(t) se existe uma fung¢ao nao negativa V : R — R tal que:

v&%»+[¥m@y@@ﬁszm»

(2.55)
para todo ty <ty e para todas as trajetdrias (x,u,y) que satisfaca (2.54).
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A razao de alimentagao s(t) deve ser interpretada como a energia fornecida ao sistema.
Isso significa que no intervalo [tg,t1] foi realizado trabalho no sistema sempre que j;tol s(T)dr
for positivo e que o sistema realizou trabalho se a integral for negativa. A funcdo nao
negativa V' é chamada de fungao de armazenamento e generaliza a nocao de energia para
um sistema dissipativo. Com essa interpretagao, a desigualdade (2.55) formaliza a ideia de
que um sistema dissipativo é caracterizado pela propriedade de que a variagao na energia
armazenada V' (x(t1)) — V(x(to)) em qualquer intervalo [to,t1] ndo ird exceder a quantidade
de energia que entra no sistema (SCHERER; WEILAND, 2000; SIMOES, 2004).

Sempre que V(x(t)), em que V é uma fun¢ao de armazenamento e x uma trajetéria
dos estados satisfazendo (2.54), for diferencidvel em rela¢do ao tempo, entao (2.55) pode

ser escrita da seguinte forma

V(0.x(t)) < s(u(t),y(t))- (2.56)

Quando a igualdade vale em (2.55), e consequentemente em (2.56), o sistema ¢é dito
conservativo, e nao ha perda de energia.

Considere a fungao de alimentacao quadratica geral s(t) definida por

y ' Qyy Qyu y
s(wy) = , (2.57)
u Quy Quu u

em que a matriz

ny Qyu
Quy Quu

é simétrica, real e indefinida 3, e a funcio de armazenamento na forma quadratica é dada
por
V(0.x) =x"P(0)x,
(6,x) (0) (2.58)
P(@) =P7(0) - 0,V0 € ©.
Teorema 2.4. Considere o sistema LPV (2.34) controldvel. Entao, as sequintes senten-

cas sao equivalentes:

a) O sistema € dissipativo para a razdo de alimentacao s(t) dada por (2.57) e possui

3Uma matriz é indefinida quando nao é nem positiva definida nem negativa definida.
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fungdo de armazenamento quadrdtica V(0,x) dada por (2.58).

b) Eziste uma matriz P(0) = PT(0) = 0, V0 € O tal que

P(0) + AT(0)P(0) + P(8)A(6) P(0)B()

B7(6)P(6) 0
i (2.59)
| €(6) Do) Qyy Quu | | C(6) D(6) 20
0 I Qu Qu ][ 0 I |
Prova: Ver (BANDEIRA, 2018). O

Suponha agora que existe um 7 minimo que satisfaz (2.53) representando o ganho £,
do sistema (2.34). Da definicao de ganho L5, tem-se que o sistema LPV 2.34 é dissipativo

em relacao a razao de alimentacao
s(uy) = —muu+n7y'y. (2.60)

Isto ¢, a energia nu’u fornecida ao sistema é sempre maior do que a energia n~'yly
que o sistema fornece para x(0) = 0. A razao de alimentagao (2.60) assume, entao, a

forma particular (SCHERER et al., 1997)

s(uyy) = (2.61)

da funcdo quadratica geral (2.57).

Corolario 2.1. Para um sistema LPV, controldvel, da forma especificada em (2.34), as

sequintes sentencas sao equivalentes:

a) O sistema € estritamente dissipativo em relagdo a razao de alimentagao s(u,y) =

—nulu +n~tyTy e possui fungdo de armazenamento quadrdtica dada por (2.58).
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b) O sistema de PLMI

P(0) = P7(6) = 0,
P(0) + AT(0)P(6) + P()A(6) +7'CT(8)C(0) P(6)B(0) +1 'CT(9)D(0) .
=<
B7(6)P(0) + 7 'D"(0)C(0) 7 'DT(0)D(8) + 1l
(2.62)
¢ vidvel YO € © ¢ VO € O,.

c) O ganho Lo € limitado superiormente por n quando satisfeita a PLMI (2.62), ou
seja:

ganho Ly = |G|, = sup 1= < 7. (2.63)

Utilizando o complemento de Schur, tem-se que a PLMI (2.62) é equivalente a (BAN-
DEIRA, 2018):

(2.64)

Logo, se existirem um escalar 7 minimo e uma matriz P(0) que tornem o sistema de

PLMI 2.64 viavel para todo @ € ©, entao n aproxima o ganho L5 do sistema.

2.3.3.2 DESEMPENHO ROBUSTO H., BI-QUADRATICO

Considere o sistema LPV representado por (2.34).

Teorema 2.5. (DE OLIVEIRA et al., 2002) Seja © x ©4 um politopo de vértices conhe-

cidos representando o dominio admissivel de (0,9) para o sistema (2.34). Seja a notagdo
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[0 o e o0 o0 Cc'e o0 |
0o 0 eP 0 0 0 0
PO, PO, 0 0 PO, 0 0
= 0 0 0 I, 0 0 0o |,
0 0 ©P 0 0 0 0
co o o o0 0 I 0
0o 0 0 0 0 0 —,
[ A@) T 0000 0 |
®, 01000 0
d=| -co oor100 o0 |,
0 000110 —B®
0 00001 —D®
C,=[®—1.

Sendo © e O, definidos em (2.50). Entao, dado um escalar n > 0, o sistema (2.34)
¢ biquadraticamente estdvel e o seu ganho Lo obedece a restrigao (2.63), se existirem

matrizes P =P, M e L tais que o sistema de PLMI

U+ MP+ &M <0 (2.65)
P+ LC,+ CIL" =0 (2.66)

¢ vidvel em todos os vértices do politopo © X Oq4. Além disso, V (x,0) = x' OO ,x é uma
FL para o sistema (2.34) com u = 0.

Prova: Ver (DE OLIVEIRA et al., 2002). O

O Teorema 2.5 permite encontrar o valor minimo do limitante superior do ganho indu-
zido pela norma L. Este limitante minimo pode ser obtido numericamente resolvendo-se

o seguinte problema de otimizacao convexa com restri¢oes do tipo LMI:

min 7>

(2.67)
sujeito as restrigoes (2.65) — (2.66).
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2.3.4 SINTESE DE CONTROLE ROBUSTO H. BI-QUADRATICO

Seja o sistema LPV descrito por

X(t) = A(6)x(t) + Bu(0)w(t) + Bu(0)u(t), (2.68)
y(t) = C(0)x(t) + Dy(0)w(t) + Dy(0)u(t), |
com
A0) =Ay+ AO, B,(0) =B,0,,
B.(0) = B.O,, C(9) = €O,, (2.69)
D, () = D,0,, D,(8) = D,O,,
~ I - _ Im -
011, !
In 911q ellm
0= , 0, = O,=| |,e,=] "/[, (2.70)
o : -
0,1,
| 0.1, | | 0.1, |

em que x(t) € R", u(t) € R™, w(t) € R? e y(t) € RP sdo, respectivamente, os vetores
de estado, entrada, distirbio e de desempenho, Ay, A, B,,C e D, sdo matrizes dadas e
0 = [01,...,0,]7 € R" é um vetor de parametros reais, que podem variar no tempo.

O sistema da EQ. 2.68 é considerado um sistema do tipo LPV, onde 6;(t), ¢ = 1,...,r, sdo
supostos disponiveis em tempo real, contudo, suas trajetorias nao sao conhecidas a priori.
A tnica informagao conhecida a priori é que os valores de 0(t) e 9(15), vVt > 0 pertencem
ao politopo conhecido © x ©,. Para garantir um limitante superior prescrito para a
norma Lo ||Gywll, < n do sistema realimentado, é necessério projetar um controlador, que
de Oliveira et al. (2002) consideraram ser por realimentacao de estado com dependéncia
paramétrica afim.

A lei de controle é do tipo

u=K(0)x, K(0)=K,+ iKﬂZ (2.71)

=1

Teorema 2.6. (DE OLIVEIRA et al., 2002) Seja o sistema (2.68) e © x ©4 um politopo
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dado que representa os valores admissiveis de (0(t),0(t)). Seja a notagdo

[ A * * * |
B.(0)F, 0 * *
\Ilc - )
0 BL(O) —n’L,  x
CW + D, (0)F, 0 D.,(0) -1,
o~ 1.0 0]
em que
A=WAT + AW+ LC, + CIL”
A A
A, = . ’ , Co= [9 - I]'
O +0A, OA

Entao, dado um escalar n > 0, existe uma realimentacao de estado do tipo (2.71), tal
que o sistema em malha fechada é bi-quadraticamente estavel e o ganho Ly ||Gywll, <1, se
existirem matrizes W = 0, F,, L, M e N tais que as sequintes condi¢coes forem satisfeitas

em todos os vértices do politopo © x Oy4:

.+ M®, + d'M” <0

NC, — C,W (2.72)
Neste caso, as matrizes de ganho da lei de controle (2.71) sao dadas por
(Ko K, .. K, |=F,W" (2.73)
e V(x,0) =xTOI'W™0O,x é uma FL para o sistema em malha fechada.
Prova: Ver (DE OLIVEIRA et al., 2002). O

O Teorema 2.6 fornece um método de projeto de sistemas de controle LPV com ganho
induzido pela norma Ly garantido para um canal de desempenho. Note que a lei de
controle sintetizada, (2.71), minimiza o limitante superior da norma norma £, por meio

da solucao do seguinte problema de otimizacao convexa com restrigoes do tipo LMI:

min 7>

(2.74)
sujeito a PLMI  (2.72).
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2.4 CONCLUSAO

Os fundamentos sobre TH e analise de estabilidade e desempenho robusto, apresen-
tados neste capitulo, sao utilizados como base para os desenvolvimentos apresentados no
proximo capitulo, que resume as contribui¢oes de Bandeira (2018) e de Bandeira et al.
(2018).

Particularmente, os resultados dos Teoremas 2.5 e 2.6 sao utilizados no Capitulo 4
em aplicagoes numéricas, para fins de validagao dos novos algoritmos introduzidos neste
trabalho e comparacao de resultados, a despeito de os métodos baseados em TH possuirem
novas potencialidades em termos de tratamento de sistemas com dependéncias mais gerais

do que os tratados naqueles teoremas.
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3 ANALISE DE ESTABILIDADE E DESEMPENHO ROBUSTO DE
SISTEMAS LPV UTILIZANDO TH

Neste Capitulo, as contribuigdes de Bandeira (2018) e Bandeira et al. (2018) relativas
a analise de estabilidade e de desempenho robusto H,, via TH de sistemas LPV com
dependéncia paramétrica geral sao apresentadas de forma resumida. Alguns pontos espe-
cificos, notadamente os referentes a analise de desempenho robusto H,, sao discutidos e
testados numericamente, uma vez que a tese de Bandeira (2018) focou mais em resultados

de analise de desempenho robusto Hs, no que se refere a testes numeéricos.

3.1 ANALISE DE ESTABILIDADE VIA TH

Considere novamente a representagao em espago de estados de um sistema LPV
@(t) = A (0(t)x(t), (3.1)

onde x(t) € R™, and 0 (t) € R” denotam vetores de estados e parametros, respectiva-
mente. As trajetérias dos parametros @ em (3.1) evoluem em um dominio compacto,
®, com taxa de variagao %Sf) = 9(15) em um hiper-retangulo ®,. Suponha também que
A © — L9(R™™), ou seja, um mapeamento que engloba uma grande quantidade de
aplicacoes praticas. Como ja enfatizado no capitulo introdutério desta dissertagao, a ana-
lise de estabilidade de uma classe tao ampla de sistemas dinamicos continua sendo uma
tarefa desafiadora.

Na Segao 2.3.1 foi exposta uma condigao suficiente para a estabilidade quadratica do
sistema (3.1) é a existéncia de uma FL quadratica dependente do parametro (BARMISH;

DEMARCO, 1986; VIDYASAGAR, 1978),
V(x(1),0(t)) = x"(H)P(0(t))x(t), (3.2)

com P : ® — 5" sendo continuamente diferencidvel por partes. Também, convém recordar
que pode ser demonstrado que V(+,-) em (3.2) representa uma FL para o sistema (3.1) se

e s6 se P(6) € $" é uma solucao vidvel do seguinte conjunto de PLMI (SHAMMA, 2012),
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VO € ® eVl c Oy

P(6) > 0, (3.3)

oP(0)d0 | s p)A(8)) < 0. (3.4)

00 dt

Ressalte-se novamente que a viabilidade das PLMI (3.3) - (3.4) é um problema con-
vexo, mas de dimensao infinita e com infinitas restricoes. Esta tultima dificuldade se deve
a dependéncia do sistema em rela¢ao ao conjunto continuo (8, 9) pertencendo a ® x @y,
enquanto que a primeira resulta da dimensao infinita do conjunto de possiveis funcoes
candidatas de Lyapunov P(0) (APKARIAN; ADAMS, 1998). Para superar estas dificul-
dades, (DE ARAUJO et al., 2015) propos o uso da TWD para reduzir o sistema PLMI
a um programa de dimensao finita, sem perder a propriedade de suficiéncia da condi-
¢ao de estabilidade ou necessitar de suposicoes mais conservadoras sobre a dependéncia
paramétrica do estado e das matrizes de Lyapunov, ou sobre a forma do dominio ®. Curi-
osamente, as solucoes calculadas satisfazem as restri¢oes sobre todo o dominio de analise,
mesmo se grades esparsas forem consideradas.

Por questao de clareza, a partir deste ponto, é considerado o caso escalar # € © com
© = [0,1), podendo ser estendida para o caso em que o parametro ¢ multidimensional
(MALLAT, 2009) e para intervalos gerais.

Bandeira (2018) mostra que a expansao de Haar de uma matriz de fun¢oes A(0) €
LO(R™M), ie. A(f) = Ax_(0), é dada por

As_(0) £ Aggo (0) + Z 2_: Ajtjr (0), (3.5)
em que
Ao=(A(0), 60 (0)) e Ajr=(A(0), ¢ (0)). (3.6)

A TH (3.5) satisfaz o teorema de Parseval, portanto a energia nos coeficientes A;

tende a decrescer conforme a resolugao j aumenta (VIDAKOVIC, 1999).
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3.1.1 EXISTENCIA DE LIMITES SUPERIORES PARA RESIDUOS MATRICIAIS

Seja Ay, (0) a TH da matriz de estados A(#), com o nivel de truncamento J. A soma

infinita pode ser reescrita como:
A(0) = As_(0) 2 As,(0) + Ax, (0), (3.7)

em que Ay, (f) corresponde a expansao em série truncada

J 271
Asx, (0(t)) = Ao (0(t)) + Z Z Aj e (0 (3.8)
7=0 k=0
¢ oo 29-1
As (0)= D > Ajxin(9) (3.9)
j=J+1 k=0

é o residuo. Note que Ay, (f) é constante por partes e pode ser interpretada como um
tipo de discretizagao de A().

E importante mencionar que para o sistema M(0(t),t) em (2.34) é representado por
My (0(t),t) com exatidao, ou seja, M(0(t),t) = Ms_ (0(¢),t), e que as matrizes By__ (6(t)),
Cs_(0(t)) e Dy (0(t)) sdo definidas de maneira andloga a (3.7). Também, embora a mo-
delagem esteja sendo apresentada para o caso do parametro escalar, ela pode ser estendida
para o caso em que o parametro é multidimensional (MALLAT, 2009).

Uma propriedade interessante da TH é que os coeficientes de mais alta resolucao sao
aqueles com mais baixo nivel de energia. Portanto, para J suficientemente grande, o
residuo Ay, (f) carrega informagao pobre ou irrelevante e Ay, (f) é uma aproximagcao
bastante precisa de A(#). Em (DE ARAUJO et al., 2015), os autores demonstraram que

existem funcoes reais positivas constantes por parte {am(G)} para qualquer J, tal

mO’

que
271

|As, (0) < Zam ), Veco. (3.10)

Contudo, o céalculo de a,, para funcoes de dependéncia paramétrica geral envolve
analises nao triviais.

O célculo do limitante superior (3.10) de || Ay, (€)| nao é sistematico, exigindo uma
analise particular para cada funcao dependente do parametro, notadamente para a de-

terminacao de alguns outros coeficientes e expoentes de Holder, e envolvendo o céalculo
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dos produtos internos em (3.6) (BANDEIRA, 2018). Em outras palavras, as provas dos
lemas e teoremas em (DE ARAUJO et al., 2015) ndo sio construtivas do ponto de vista
algoritmico e numeérico, no caso de dependéncias paraméricas gerais. Nesta se¢ao, novos
algoritmos, de facil implementacao, para a andlise da estabilidade de sistemas LPV consi-
derando Fungoes de Lyapunov Independentes do Parametro (PILF) (BANDEIRA, 2018),
sao revisitados e ilustrados.

Para um nivel de truncamento J, considere os intervalos continuos © j, = [%,#),
com U2 1'{0,} =6, e D9 2 {6;}¥]" C © como o conjunto discreto dos 27+ pontos
equidistantes

2i—1

Note que Ay, (6) em (3.7) é uma matriz de fungdes constantes por partes cujos valores
discretos das constantes sio Ay, (6;), 0; € DF. Entéo, dados A(f) € L&(R™"), O e J,
¢ possivel calcular numericamente o conjunto de matrizes discretas Ay, (6;), V0; € D%, e
o conjunto de matrizes de residuos maximos para cada intervalo correspondente ©,, da

seguinte forma:

e Passo 1: Calcular A(f;) para valores discretos igualmente espacados (congelados)

6, = (/27" em uma grade paramétrica fina DE. £ {0; ?:H C O, onde j* é escolhido
I =
suficientemente grande tal que || { AP?(6;) ?J:lﬂ |eozy = ||AP(0)]| £0(m), Vg, de forma

a evitar perda de informacao. O inteiro j* deve ser escolhido, ao menos, maior do
que J + 2 e, para um dado limitante £ < 1, um valor adequado para j* é alcangado

quando o niimero 27* + 1 de valores amostrados de AP4(f) é tal que Vpg:

o(i*+1) 41
| ey

a2

6z) ‘

e Passo 2: Calcular a TH de A(6;) conforme (3.5), mas truncando o primeiro soma-
tério em j = J e guardando os primeiros 2% coeficientes wavelet, J < j*, para
obter Ay, (6;) e As,(0;) = A(0;) — Ax,(0;), ¥0; € DE., assim como em (3.7);

4

e Passo 3: Selecionar Ay, (0;), V0; € 2)(2, como as matrizes cujos elementos sao os
maximos absolutos dos residuos dos respectivos elementos de Ay, (6;), para cada
um dos 27+ intervalos ©;, de tamanho 29"~/ i.e., para cada conjunto de valores

(i —1)2" 71 41 <0 < (4)207 71,
e Passo 4: Selecionar os valores Ay, (6;) nos pontos médios de ©, e calcule ||Ax,(6;)]|
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API9) = |0 sin?(©)

o 1 2 s 4 5 6
0
FIG. 3.1: AP4(6) = |0]sin?(0) para J = 2.

18 L —
vol - IAZ0)
144 RN
(A POy
VIR T
S <>
< 9,

FIG. 3.2: |AP4(0)| para J = 2.

e seus resfduos méximos para os intervalos correspondentes [|Asx;, (6;)]], V0; € DS .

Para ilustrar as principais varidveis de saida desse algoritmo, seja AP?(0) = |6 sin?(6)
com ¢ € [0,27), um elemento de A(¢). Na FIG. 3.1, sdo apresentadas para J = 2, A% (6),
AL (0;) e Hflgqe(ﬁi)ﬂ para cada intervalo ©,,, i =1,--- 8. A FIG. 3.2 mostra os maximos

residuos relativos a essa funcao e os correspondentes intervalos ©,,.

3.1.2 PILF VIA TH PARA ESTABILIDADE QUADRATICA

Considere as matrizes Ay, (6;) e seus residuos maximos nos intervalos correspondentes
|As, (6;)]| calculados V6; € DY, como indicado na Se¢ao 3.1.1. Entéo o seguinte teorema

apresenta um numero finito de condic¢oes suficientes para a existéncia de uma PILF que
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garante a estabilidade quadratica do sistema (3.1).

Teorema 3.1. (BANDEIRA, 2018) O sistema LPV (3.1) € quadraticamente assintoti-
camente estdvel se existir v € Ry e uma matriz independente do parametro P € S" tal

que o sequinte conjunto de PLMI ¢é vdlido ¥0; € ©; = {6 }2#rl O:

P - 0, (3.12)
P—-+L, < 0, (3.13)
Prova: Ver (BANDEIRA, 2018). O

Note que a viabilidade das condig¢oes do Teorema 3.1 implica a viabilidade do problema
de dimensao infinita dado pela PLMI (3.3) - (3.4) que permite inferir a estabilidade ex-
ponencial do sistema LPV (3.1). O termo 2y|Ag, (6;)| em (3.14) ¢ uma medida do
conservadorismo introduzido pelos algoritmos de discretizacao e truncamento do Teorema
3.1. Este conservadorismo adicional tende a decrescer com o aumento do nivel de trunca-
mento J e tende a zero assintoticamente. De fato, devido as propriedades da TH, quando
J — 00, Ay, () = 0 e Ay, (0) = Ay _(0) = A(f), o que anula assintoticamente os
limitantes superiores ||Ay, (6;)]|. Sendo assim, as condicoes suficientes para a estabilidade
quadratica do Teorema 3.1 se tornam também necessarias assintoticamente.

Enquanto o nimero de varidveis escalares livres nas condigoes (3.12) - (3.14) depende

n(n+1)

somente da dimensao do vetor de estado n, sendo dado por 1 + , 0 numero de

restricoes PLMI depende apenas do nivel de truncamento J e é dado por 27! + 2.

3.1.3 PDLF VIA TH PARA A ESTABILIDADE QUADRATICA

A adocao de uma PDLF pode reduzir o conservadorismo no Teorema 3.1. Considere
inicialmente a seguinte funcao constante por partes construida por funcoes da base Haar
(DE ARAUJO et al., 2015):

G 29-1

Q() Q0¢0 +Z Qghwgh ) (315)
g=0 h=0
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em que Qq, Q,n € 5" ¢ G € N. A matrix Q(#) pode ser reescrita como abaixo (BAN-
DEIRA, 2018), onde Qj, € $™:

26+1_1

Z Quon(26710). (3.16)

Diferentemente de (DE ARAUJO et al., 2015), Bandeira et al. (2018) propuseram obter
matrizes de Lyapunov candidatas P(6) a partir de Q(#) em (3.16) em vez de (3.15). Isso
permite a construgao de um algoritmo computacional geral para solucionar o problema

de andlise de estabilidade da seguinte forma:

)2 [anw=3 (Qh9+Qh)¢h<2G“9>, (317)

onde Q, e Qp € 9" com h =0, ---,2¢T!1 —1 sdo varidveis a serem determinadas. A matriz
candidata de Lyapunov P(6) em (3.17) é afim por partes, mas ndo necessariamente con-
tinuamente diferenciavel por partes. Assim sendo, algumas restricoes devem ser impostas

sobre as varidveis Qj, conforme estabelecido pelo préximo lema.

Lema 3.1. (BANDEIRA, 2018) Considere Q;, € 8", h =10,--- ,26%1 —1, ¢ Qo € $". A

fungdo afim por partes P(0) em (3.17) também é continuamente diferencidvel por partes

se e so se Qh, h=1,---,26t1 — 1, for obtida recursivamente da sequinte forma
h
Z Q-1 - Q) QGH + Qo. (3.18)
Prova: Ver (BANDEIRA, 2018). O

Por outro lado, analogamente a A(6) em (3.7), P(f) em (3.17) pode ser precisamente

representada por sua TH:
P(0) 2 Py (0) = Py, (0) + Py, (0), (3.19)

em que Py, (6) representa a expansao Haar truncada

J 2i-1

PEJ (9) - P0¢0 + Z Z Pj}kwjk(e) (320)

j=0 k=0
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e Py, () é o residuo

27-1

P (0) = Y Y Pixl8), (3.21)

j=J+1 k=0

com Py = (P(0),00(0)) e P = (P(0),1;1(0))-

S pq
Q% = 4
4l o
o
Q=2 @1
0 i3
2—
= e
g 1 ;
%J %10 Q=0
or 0
1 o025 :
E > QR9=-2
2 ﬁ : ;
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0
FIG. 3.3: Exemplo de Q?(0) para G = 1.

25 qu(a) *:"'*
pq
—PRI0)
15| o PX(9)=PM()
) 3

pq pPa
* PRO) +IPFO)I

[EnY
T

PP@6) e PRI(0)

0.5 F<——Qp'=05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
FIG. 3.4: PPi(0) e P! (0) para J =3, G =1 e Q*(0) da FIG. 3.3.

Um exemplo de um elemento genérico QP4(#) para G = 1 ¢ ilustrado na FIG. 3.3. Na
FIG. 3.4, é mostrado o correspondente elemento de P(6) em (3.17), sob as restrigdes em
(3.18) com QY = 0.5, e Py, (#) em 3.20 para J = 3. Neste caso, visto que J > G a

expansao em TH (3.20) captura todas as informagoes relevantes de P(6) em (3.17).
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O nivel de truncamento G define os intervalos Og, = [QG—}L,;‘G%), com

UZG:ELI{@G}I} = ©. Entao, como P(#) em (3.17) é afim por partes e Q(¢) em (3.16)
é constante por partes, para a condicao J > G as seguintes propriedades sao verdadeiras

V6; € O, FIG. 3.4:

P(0;)=Px,(0;)= (Qhei + Qh>¢i71(2‘]+19i), (3.22)
Q(6:) =Qu. (3.23)

Além disso, para 0 € ©,, os residuos méaximos dependem das inclinacoes Q77, Vb, €

@G‘

Bt

P21 (60;) £ max{PE ()} = Q"(6;) /2" (3.24)

Suponha agora 6(t) € © e [8(t)] < p € Ry Vt. Considere o sistema LPV (3.1) e a
TH da matriz da dindmica em (3.7), com o conjunto de matrizes truncadas Ay, (6;), suas
normas induzidas e limites superiores correspondentes ||Ay, (6;)| calculados V6; € D9
como indicado na Segao 3.1.1. Considere também Py, (6;) em (3.22) sob a condicao (3.18)
com o conjunto correspondente PE@ (0;), cujos elementos sao dados por (3.24), e Q(6;) em
(3.23). Entao o teorema a seguir estabelece as condigoes para a existéncia de P() em

(3.17) que garante a estabilidade quadratica do sistema (3.1).

Teorema 3.2. (BANDEIRA, 2018) O sistema (3.1) é quadraticamente estdvel se existi-
rem matrizes QO €5, QeS8 0<h <201, e escalares vyy,,7e, € Ry, 1 <4 <27+

tal que as sequintes condigoes sejam satisfeitas V; € D(Z:

Py, (0;) —ve,1, = 0, (3.25)
Py, (6:;) — 75,1, 20, (3.26)

1, Ps.(6;
~%1 5 (67) ] = 0, (3.27)

PES (‘91) 7€¢In
+0Q(6:)+8 (P, (0;)As, (0:))+27;.|| Az, (6)| T (3.28)

+29z, (IlAs, 6 + |As, (6)]1) I < 0.

Prova: Ver (BANDEIRA, 2018). O

Em resumo, a viabilidade do problema de dimensao finita no Teorema 3.2 implica na
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viabilidade do problema de dimensao infinita em (3.3) - (3.4), o que permite verificar
a estabilidade do sistema LPV (3.1). O ndmero de varidveis escalares de decisdo nas
5(271) PLMI (3.25) - (3.28) é 2(27+1) + (25" +1)(n(n+1)/2). Enquanto o Teorema 3.1
envolve uma FL quadratica no estado, o Teorema 3.2 oferece um grau de liberdade muito
maior, permitindo a sintese conjunta de uma FL quadratica no estado e com dependéncia
paramétrica no £9.

Os Teoremas 3.1 e 3.2 fornecem somente condicoes suficientes para a estabilidade
quadratica quando expansoes truncadas de Haar sao usadas. Por outro lado, para
o Teorema 3.2, quando J — oo, Ay,(#) — A(6), |As.(6;)] — 0, Pg,(0) —
Ps. (0) = P(9), Pg,(f) — 0, ¢ os tltimos termos em (3.28) 2v;||As, (6)||T, +
27e. <||Ag L0 + ||Agg(01)||> I, — 0. Consequentemente, o conservadorismo introdu-
zido pelo Teorema 3.2 desaparece, e as condigoes suficientes para a estabilidade quadratica
se tornam assintoticamente também necessarias. Além disso, com o aumento de GG, maior
grau de liberdade é provido para encontrar uma solucao viavel para a funcao matricial
afim por partes, P(#) em (3.17). Portanto, G determina a suavidade de P(6) se uma
solucdo viavel for encontrada. Quando G — oo, o espago de busca para FL (quadraticas)
candidatas tende assintoticamente ao espaco £9. Enquanto o Teorema 3.1 envolve uma
FL quadratica no estado, o algoritmo do Teorema 3.2 oferece a possibilidade de considerar
um grau de liberdade muito maior, permitindo a sintese de uma FL conjuntamente qua-

drética no estado e assintoticamente £ no parametro. Finalmente, o niimero de varidveis
escalares de decisdo nas 5(2771) PLMI (3.25) - (3.28) ¢ 2(27F1) + (26T + 1) (n(n+1)/2).
3.1.4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Os exemplos apresentados nesta secao envolvem dependéncias paramétricas gerais e
sao usados para demonstrar a validade dos algoritmos propostos por Bandeira (2018)

nesses casos.

3.1.4.1 EXEMPLO 1

Considere o modelo de sistema introduzido em (CHESI, 2013) e utilizado em (DE
ARAUJO et al., 2015; BANDEIRA, 2018), com um elemento adicional que depende do

parametro variante no tempo #(t) de uma forma mais geral que as tradicionais politépica
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e LFT:
0 (2,01) sin?(#) cos?(0)

| —146—62 ’

A(6)
140 —1

(3.29)

em que 0(t) € [0,(]. O objetivo é determinar o maximo ¢, denotado (*, tal que a origem

seja assintoticamente estavel mesmo para uma taxa de variagao ilimitada.

20 I ‘
A ¢ =10,8512
I ===Cond. Necessérias
151 ! —Teorema 3.1
\h
\Q
\
.
\
ssessssnssesssssssannnnnans v
5101
5 |-
O L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12

J
FIG. 3.5: Estimativas de (* para diferentes valores de J no Exemplo 1.
Fonte: (BANDEIRA, 2018).

Analogamente a (BANDEIRA, 2018), para cada nivel de truncamento J, uma estima-
tiva de (* é encontrada por um algoritmo de bisse¢ao em ¢ o qual define o dominio O.
A FIG. 3.5 ilustra as estimativas de (* fornecidas pelo Teorema 3.1 para diferentes niveis
de truncamento J. As estimativas se aproximam de ¢* = 10,8512 por baixo conforme .J
aumenta e para J > 9 o conservadorismo ¢ quase desprezivel. A FIG. 3.5 também mostra
as estimativas de (* que garantem a condicao necessaria para a estabilidade quadratica
de (3.1), obtidas testando (3.3) - (3.4) somente V; € DY, e desprezando os residuos da
matriz dinamica, que resulta em limitantes superiores aos fornecidos pelo Teorema 3.1.
Na FIG. 3.6, é mostrado que o termo ||Ag, (6;)|| tende a decrescer com o aumento do
nivel de truncamento .J, tendendo a zero assintoticamente. Entao, o conservadorismo in-
troduzido pelo algoritmo de discretizacao e truncamento do Teorema 3.1 também esvanece
assintoticamente.

O Teorema 3.2 também permite analisar a estabilidade do sistema (3.29) para valores
finitos da derivada paramétrica, como ilustra o préximo exemplo, o que é mais realistico

em muitos casos praticos e impossivel pelo método de Chesi (2013).
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FIG. 3.6: max {||As, (6;)||} para o sistema 3.29.
GiGDJi
Fonte: (BANDEIRA, 2018).

3.1.4.2 EXEMPLO 2

Considere o sistema de segunda ordem translacional do tipo massa-mola-amortecedor
descrito a seguir, em que os estados x; e x5 sao, respectivamente, o deslocamento em torno

do ponto de equilibrio (sistema em repouso) e a velocidade da massa m (PELLANDA,;
APKARIAN, 2003):

1 (t) 0 1 x1(t)
| ol (3.30)
o(t) e m To(t)

Assume-se que m = 1 kg e que o coeficiente de friccao viscosa b = 0,1 Nsm~! sao

constantes, enquanto que o coeficiente da mola k() varia em torno de um valor constante

ko=1 Nm™: 0(t
k=ko+ % Nm™', 6(t) = cos(wt) € [-1,1].

As condigoes do Teorema 3.1 com J = 10 sdo satisfeitas para 6§ € [—0,1996, 0,1996],
i.e. esta gama de variagao determina o maximo deslocamento paramétrico para o qual o
sistema (3.30) seria quadraticamente estével, considerando taxas de variagao arbitraria-
mente altas ou mesmo ilimitadas (p — oo). Também, as condigoes do Teorema 3.2 com
J =9 e G = 6 sao satisfeitas para § € [—1, 1] e para um p méximo denotado p* = 0,563,
1.e. o sistema é quadraticamente estavel para o dominio paramétrico admissivel inteiro se

a condigao |df/dt| < 0,563 for satisfeita.
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x,(1

FIG. 3.7: Resposta no tempo do sistema 3.30 para diferentes valores de 6.
Fonte: (BANDEIRA, 2018).

P21(9)

FIG. 3.8: P(0) obtido para o sistema 3.30 com J =9, G =6 ¢ p = 0,563.
Fonte: (BANDEIRA, 2018).

Na FIG. 3.7, é mostrado o comportamento dinamico de z(t) para uma condigao inicial

z(0) =[1 0]T. Nota-se que |df/dt| = |—wsin(wt)| < w = pe, paraw = 1,762, o sistema é

15 20
Time (s)

35

30

25

6 %107
= 4
&
e o
0
0 1 -1 0 1
0 60
%107
0.1
=
=
A 0.05

0
(4

60

-1 0

[N

0

instavel. De fato, o sistema é estével para valores fixos de § € [—1, 1] e paraw = p < 1,761
para a fungao particular 0(t) = cos(wt). O limitante superior p* = 0,563 < 1,762 é vélido

para qualquer dependéncia paramétrica em Lo(R). Na FIG. 3.8, é ilustrada a reconstrugao



de P(#) utilizando (3.18) e (3.17) para J =9, G =6, 6 € [-1,1] e p = 0,563 estimado

pelo algoritmo do Teorema 3.2.

3.1.4.3 EXEMPLO 3

Considere o seguinte modelo LPV de (TROFINO NETO; DE SOUZA, 2001):

AB(E) 8 —1080(t)  —9+ 96(t) (3.31)
| 120 — 1200(t) —18 + 170(t) | '

em que 6(t) € [0,1) e [6(t)] < p. O problema é determinar a taxa de variacio p maxima,
p*, tal que a origem seja assintoticamente estavel. O valor maximo obtido em (TROFINO
NETO; DE SOUZA, 2001) e em (DE ARAUJO et al., 2015), é p* = 66,81 e p* = 252,49
(para J = 12 e G = 10), respectivamente.

Na FIG. 3.9, sao apresentadas estimativas de p* obtidas pelo uso do algoritmo do
Teorema 3.2 para diferentes pares de resolugao {J,G}. Conforme o nivel J aumenta, mais
informagcao sobre o sistema é capturada, resultando em uma estimativa menos conserva-
dora de p*. Adicionalmente, aumentando o nivel de resolu¢ao GG, maior grau de liberdade
é provido para P(#), e melhores resultados sao obtidos. Para J =12 e G = 7, o algoritmo
do Teorema 3.2 obteve p* = 388,60, portanto, muito menos conservador do que os resul-
tados anteriores, pois o conservadorismo tende a decrescer conforme os niveis de resolucao
J e G aumentam. De fato, aumentar a resolugao J corresponde a obter mais informacao

sobre o sistema, enquanto que aumentar a resolugao G corresponde a prover mais graus
de liberdade para busca da FL.
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Nivel de Resolugédo G
FIG. 3.9: Estimativas de p* para o Exemplo 3 e diferentes niveis de resolugao {J,G}.
Fonte: (BANDEIRA, 2018).

A base tedrica para as caracterizacoes PLMI introduzidas por de Araujo et al. (2015)
e aquelas apresentadas em (BANDEIRA, 2018) e (BANDEIRA et al., 2018) e discutidas
neste artigo sao similares. Contudo, quando o foco estd na implementacao computacio-
nal, essas técnicas apresentam diferencas significativas, principalmente quando PDLF sao
consideradas. Esses ultimos resultados permitem uma abordagem sistematica e numeri-
camente tratavel para aplicar a sistemas com qualquer tipo de dependéncia paramétrica,
enquanto que os anteriores requerem analise algébrica particular para cada classe de de-
pendéncia paramétrica das matrizes de estado. Além disso, multiplos parametros podem
ser tratados, mas da mesma forma que para a maioria das técnicas de andlise de estabi-
lidade de sistemas LPV, a carga computacional pode se tornar proibitiva com o aumento
do numero de parametros. Entretanto, esta dificuldade pode ser superada considerando
niveis de truncamento Haar baixos, o que resulta em um maior conservadorismo, pois o
método obtém solugoes que garantem a estabilidade para qualquer nivel de truncamento
e, por conseguinte, de conservadorismo.

Finalmente, extensoes deste método para analise e sintese de desempenho robusto sao

objetos da proxima secao e préximo capitulo, respectivamente.

62



3.2 ANALISE DE DESEMPENHO ROBUSTO H,, VIA TH

Considere a representacao em espaco de estados de um sistema LPV, com dependéncia
paramétrica geral, multiplas entradas e saidas, representado por M(6(t),t) em (2.34),
em que os elementos das matrizes A(6(t)), B(0(t)), C(6(t)) e D(6(t)) sao fungoes do
parametro 0(t) € L£5(R) considerado escalar também neste capitulo. Admite-se que tanto
o parametro quanto a sua taxa de variacao evoluem em dominios compactos, ou seja,
0(t) € © e O(t) € Oy, respectivamente.

Para ficar mais clara a apresentacao, além de ser considerado o caso escalar 6 € O,
considera-se também o caso normalizado © = [0, 1), sem perda de generalidade, ou seja,
os resultados podem ser estendidos para o caso em que o parametro é multidimensional
(MALLAT, 2009) evoluindo em intervalos gerais.

Na Segao 2.3.3.1, foi visto que o ganho (ou norma) £, induzida de um sistema LPV
(2.34) é a extensdo para sistemas LPV da norma H,, de sistemas LTI e pode ser repre-
sentado pelo menor 1 que satisfaga a (2.64). Além disso, para calcular o ganho Lo é
utilizado o conceito de sistemas dissipativos*. Essas PLMI do Corolério 2.1, simplificadas
pelo complemento de Schur, sao aqui replicadas para facilitar a visualizacao e comparacao
com a nova caracterizagao LMI do Teorema 3.3, a seguir que resolve o problema de di-

mensionalidade infinita original, via gradeamento paramétrico TH e condigoes suficientes:
P(9) =P7(0) ~ 0, (3.32)

P(6) + AT(9)P(6) + P(0)A(6) P(0)B(9) CT(6)
B7(6)P(6) I D) | <0 (3.33)
C(0) D(6) —nl

3.2.1 DESEMPENHO H., COM FL INDEPENDENTE DO PARAMETRO

Considere as matrizes A (6(t)), B (6(t)), C (6(t)) e D (0(t)) cujos elementos sao fungoes
de 6(t), pertencentes ao L3(R), espago de estados do sistema LPV da EQ. 2.34, com
dependéncia paramétrica geral, multiplas entradas e saidas, parametro escalar e com taxa
de variacdo em dominios compactos, 8(t) € © e 8(t) € ©4. Dado um nivel de truncamento

J, aplica-se o algoritmo da Secao 3.1.1 para obter os conjuntos de matrizes truncadas

1 utilizado o conceito de sistemas dissipativos (SCHERER et al., 1997; SCHERER; WEILAND,
2000), apresentado na Segéo 2.3.3.
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As,(6:), By, (6;), Cx,(6:), Dy, (6;) e os limites superiores correspondentes, ||Ag, (6;)],
IBs, (6)]l, ||Cx, (6)]| e ||Ds, (6:)]], calculados V6; € DY

O seguinte teorema apresenta um numero finito de condicoes suficientes para a exis-

téncia de uma FL independente do parametro tal que o sistema LPV da EQ. 2.42 tenha

ganho Ly < 1.

Teorema 3.3. (BANDEIRA, 2018) O sistema LPV, controldvel, tem ganho Ly < 1 se
existirem v € Ry e P € §" tais que o sequinte problema de minimiza¢ao de n € Ry tenha

solucdo, V0; € ©; 2 {0;}2]" c ©:

em que

min ,  sujeito a
(v,P) 7 g

P >0,
v =1,
P—1I, =<0,

Ms, (6;) + 27| Dls, (6| Loy < 0.

8 (PAx,(6;)) PBg,(6:;) CL (6:)
My, (0;) = | B, (6;)P —nL, D, (6;)
Cs, (6)) Dy, (6:)  —nl,
Aze (61) BZ& (91) 0

]Mz:g (0;) = 0 0 0

Prova: Ver (BANDEIRA, 2018).

3.2.2 DESEMPENHO H,, COM FL DEPENDENTE DO PARAMETRO

— — — —
w w
D ot

N~— SN~— S~— N—

Suponha agora V¢ 0(t) € © e |0(t)] < p € R,. Dado um nivel de truncamento J,

aplica-se o algoritmo da Segao 3.1.1 para obter os conjuntos de matrizes truncadas e os

limites superiores correspondentes dos residuos das matrizes de estados do sistema LPV,

como na secao anterior.
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Considere também Py, (0;) dado em (3.22), sob a condigao (3.18), com o conjunto
correspondente Py, (6;), cujos elementos siao dados por (3.24), e Q(6;) em (3.23). Entdo
o teorema a seguir estabelece um numero finito de condigoes suficientes para a existéncia

de P(6) tal que o ganho Lo < n:

Teorema 3.4. (BANDEIRA, 2018) Um sistema LPV (2.34), controldvel, tem ganho
Lo < n se existirem matrizes Qo €9, QneS™, 0<h <20t 1, ¢ escalares Vi ve: €
Ry, 1 <i <2/ tais que o sequinte problema de minimizacao n € Ry tenha solugao,

Vo, € D9 C ©:

min n, sujeito a

(ve;+77;-Qo,Qn)
Py, (0;) — ve.1. - 0, (3.39)
Py, (0;) — 7.1, 20, (3.40)

(3.41)

1, Py, (6
N’Yﬁl Ea( ) ] - O,
PES (91) ’YEiIn

Q(0:) + (P, (0;)Ms, (6:)) + 27y,

Ms,, (0)]] + 20, (IIMs, (6] + [IMs,, (0:)]1) < 0.

(3.42)
onde
+pQ(6;) 0 O Py,(0;) 0 O
Q(Ql) - 0 _nIm 0 ) IPEJ(ez) - 0 0 0 5
0 0 —nl, 0 0 I,
Ay, (6;) Bs,(0;) 0 Ay, (0;) Bs,(6;) 0
My, (6:) = 0 0 0|, Mg, (6:)= 0 o 0],
Cyx,(6;) Dx,(6;) O 0 0 0
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M, (6:)=| 0 0 0| e My, ()= o0 o ol
ézg(ei) f)zg(@i) 0 0 0 0
Prova: Ver (BANDEIRA, 2018). O

3.2.3 EXPERIMENTOS NUMERICOS - EXEMPLO 4

Considere o seguinte modelo apresentado em (DE OLIVEIRA et al., 2002):

1136 05— 200

AB) = | (3.43)
—-1+20 -2-106
1+220 —4+0,50

BO)=| M (3.44)
_1—66 —1—50

C(@):[;?], D(&):[ggl. (3.45)

em que 6 € [0, 1] el e [—10, 10]. de Oliveira et al. (2002), em sua técnica, obteve os valores
de n utilizando as seguintes nogoes de estabilidade: quadratica (Q), afim-quadratica (AQ)
e bi-quadratica (BQ), estes representados na FIG. 3.12. Este exemplo é utilizado aqui
para aprofundar os testes das técnicas de Bandeira (2018) para a anélise de desempenho
LPV H,,, uma vez que naquela tese um foco maior foi dado para a anélise de desempenho
LPV H,.

Aplicando o Teorema 3.3, para diferentes niveis de truncamento .J, e otimizando os
valores de 7 , obtém-se os resultados apresentados na TAB. 3.1. Verifica-se que, conforme
J aumenta, o valor de 7 tende a 7,5848, 0 mesmo valor obtido por de Oliveira et al. (2002)
para P independente de 0 (curva Q da FIG. 3.12). Calculando também a norma H, para
valores fixos do parametro, ponto a ponto, do intervalo § = [0, 1], encontra-se o valor
maximo de n = 5,5798, conforme FIG. 3.10, sendo assim menor que o valor de n = 7,5848

obtido para uma FL independente do parametro, como era de se esperar. Na TAB.
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3.1, também sao apresentadas as estimativas de n para as condi¢oes necesséarias obtidas
simplesmente testando as PLMI (2.64) do Corolério 2.1, para P = PT = 0 constante,
Vo, € D%, sendo este o procedimento adotado pelo método LPV classico de gradeamento
do dominio paramétrico. Observa-se, pela reproducao dos resultados da TAB. 3.1 na
FIG. 3.11, que estes testes resultam em limitantes inferiores (estimativas otimistas, nao
garantidas, para o limite superior da norma H,) para os valores de 1 fornecidos para as
condigoes suficientes do Teorema 3.3 (estimativas pessimistas para o limite superior da

norma H,,, cujo conservadorismo diminui assintoticamente).

35 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

FIG. 3.10: Norma H,., do sistema do Exemplo 4 obtida para valores fixos de 6.

== =Teorema 3.3
== = = Condi¢des necessarias
— ) (1) = 7,5848)

30
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10+ 7

5 L L L
0 5 10 15 20

J
FIG. 3.11: Valores de n, para o Exemplo 4, com FL independente do parametro.
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TAB. 3.1: Valores de n para o Exemplo 4 com FL independente do parametro.

J \ 1 - Teorema 3.3 \ 1 - Cond. Necessarias

0 — 5,4904
1 — 6,3859
2 — 6,601
3 — 7,2672
1 — 74249
5 35,8566 7,5046
6 15,1402 75447
7 10,6807 75648
8 9,0264 75748
9 8,2790 7.5799
10 7,9251 7,5824
11 7,7532 7.5837
12 7,664 75843
13 7,6264 7,5846
14 7,6055 75848
15 7.5950 75848
16 7.5808 75848
17 75872 7,5848
18 7,5859 7.5848
19 7,5852 75848
20 7,5849 75848

Aplicando o algoritmo do Teorema 3.4, para FL com P(#) suportando uma depen-
déncia geral (£2Q), para J = 13, G = 0,1,2,3,4,5, com p € [0, 10], e também para
J = 15,G = 5, comparam-se com os graficos de estabilidade quadréatica (Q), afim-
quadrética (AQ) e bi-quadratica (BQ) de de Oliveira et al. (2002). Tem-se os resultados
representados na FIG. 3.12, na qual se pode aferir que quanto maior o valor de J, me-
nos conservadores sao os resultados. Como era de se esperar, os resultados obtidos pelo
método L2 sdo menos conservadores que os apresentados por (DE OLIVEIRA et al.,
2002). Neste caso, P(f) possui uma dependéncia paramétrica mais geral e menos restri-
tiva, provendo maior grau de liberdade na busca de uma FL vidavel. Observa-se também
que, a medida que G aumenta, as curvas ) X p tendem a se aproximar entre si, indicando
a proximidade de uma saturagao em G e da utilizacao da liberdade maxima oferecida
pelo espaco £, para a busca de uma FL dependente do parametro. Observa-se também
que todas as curvas 1 x p obtidas neste trabalho e naquele de de Oliveira et al. (2002)
tém, como limite inferior, o valor maximo da norma H,., do sistema para todos os pontos

fixos do dominio paramétrico e, como limite superior, o valor obtido para P constante que
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considera ilimitada a taxa de variagdo paramétrica, ou seja n(p) € [5,5798, 7,5848]. Esta

¢ uma propriedade conhecida dos sistemas LPV.

——Q, 7 =7.5848

£,Q: J=15,G=5
£,Q: J=13.G=0
£Q: J=13.G=1
£,Q: J=13.G=2
£,Q: J=13.G=3 —
£:Q: J=13.G—4
—,Q: J=13.G=5
- ,mﬂax”G((Z)Hm = 5.5798 —

| | |
7.2 7.4 7.6

FIG. 3.12: Valores de n obtidos pelo uso do Teorema 3.4, para o Exemplo 4, com J = 13
e diferentes valores de G, p e J = 15, comparados com os resultados obtidos por (DE

OLIVEIRA et al., 2002).

100

—Q, 7] = 7.5348
e 5 Q: J=15,G=5
- _mﬂaXHG(Oi)HHx = 5.5798 8

80

60

40 -

20 1

FIG. 3.13: Valores de n obtidos pelo Teorema 3.4 para o Exemplo 4, com J =15, G =5
e diferentes valores de p.
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Na FIG. 3.13, observa-se somente a curva para J = 15 e G = 5 para valores de
p € [0, 100], evidenciando uma maior proximidade de 7, para valores maiores de p, do
valor n = 7,5848, referente a PILF ou P constante.

A FIG. 3.14 mostra a reconstrugao da matriz P(#) para J = 15, G =5e p = 8§, para o
intervalo de estabilidade, 6 € [0, 1], obtido pelo uso do algoritmo do Teorema 3.4. Além de
ser positiva definida, observa-se que a matriz de Lyapunov obtida é praticamente continua

em todo intervalo paramétrico em que o sistema ¢é estavel, para o nivel de resolucao Haar

utilizado.
0.188 ; ; ; ; 0.05
0.186 0047
§ § 0.03
50184+ S
o o 0.02 F
0.182+ 001l
0.18 ; ; ; ; 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 0
0.05
0.04
=003 =
5 Nl
o o
0 0.02 a
0.01+
0 0.6

FIG. 3.14: P(0) obtido para J =15, G =5 e p = 8, para o Exemplo 4.

3.3 CONCLUSAO

Neste capitulo sao apresentados, de forma resumida, os resultados obtidos pelo uso
da TH na andlise LPV de estabilidade e desempenho robusto H,, por Bandeira (2018)
e Bandeira et al. (2018). Os algoritmos de andlise de desempenho sao testados em um
exemplo com dependéncia paramétrica afim, com a finalidade de valida-los e comparar o
seu desempenho com técnicas de analise de desempenho bi-quadratica e afim-quadratica
encontrados na literatura. O exemplo foi muito util para mostrar que os algoritmos
desenvolvidos naqueles trabalhos sao vélidos e corretos, embora o método seja capaz de

tratar exemplos com dependéncias paramétricas muito mais gerais.
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No préximo capitulo sao introduzidas novas caracterizacoes LMI para a sintese de
controle LPV por realimentagao de estados, como resultado da extensao dos métodos
apresentados neste capitulo. Além disso, as caracterizagoes LMI dos Teoremas 3.3 e 3.4

sao reavaliadas com o objetivo de simplificacao e diminui¢ao do conservadorismo.
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4 NOVAS CARACTERIZACOES LMI PARA ANALISE E SINTESE DE
CONTROLE LPV COM DESEMPENHO £, GARANTIDO

Neste capitulo, sao introduzidas novas caracterizagoes e condigoes suficientes para ana-
lise de desempenho robusto H,, de sistemas LPV utilizando a TH. Uma formulagao mais
adequada e ligeiramente menos conservadora do que as apresentadas nos Teoremas 3.3 e
3.4 das Secoes 3.2.1 e 3.2.2, respectivamente, é desenvolvida e validada numericamente.
Esses novos algoritmos sao objetos dos Teoremas 4.1 e 4.2 apresentados, respectivamente,
nas Segoes 4.1.1 e 4.1.2.

Os resultados dos Teoremas 3.3 e 3.4 sao entao estendidos para a sintese de controle
LPV por realimentagao de estados com desempenho £, garantido via TH e demonstrados
nos Teoremas 4.3 e 4.4, respectivamente, nas Segoes 4.2.1 e 4.2.2. Exemplos numéricos

ilustram e validam os resultados de sintese.

4.1 REFORMULACAO DA ANALISE DE DESEMPENHO H., VIA TH

411 ANALISE COM FL INDEPENDENTE DO PARAMETRO

Considere o sistema de PLMI (3.32) - (3.33) da Segao 3.2. O seguinte teorema, analoga-
mente ao Teorema 3.3, resolve o problema de dimensao infinita e com infinitas restrigoes
daquele sistema de PLMI utilizando PILF. Escrevendo a matriz de residuos méaximos
Ms, (6;), em (3.37), como a soma de duas matrizes, ]Mg£1 (6;) + ]Mgg2 (0;), é possivel eli-

minar a restrigdo v > 1 em (3.35).

Teorema 4.1. O sistema LPV (2.34), supostamente controldvel, tem ganho Lo < 7
se existirem v € Ry e P € S" tal que o sequinte problema de otimizacao do nivel de

2J+1

desempenho 1 € R, tenha solugdo, V0; € ©; = {0,322 C O:

min 7, sujeito a

(v,P)
P >0, (4.1)
P —~1, =<0, (4.2)
My, () + 25/ Bs,, (6 [Ty + I8, (0 [Ty < 0. (43)
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em que
8 (PAg,(0;)) PBg,(0;) Ci,(6:)

My, (0;) = |  BF,(6:;)P —nL, D3, 6;) |,

Cs, (0:) Dy, (0;)  —nl,

As, (0;) Bs,(6;) 0 0 (N
My, () =] o0 0 o0 e Ny (9)=]| o 0 o0
0 0 0 Cs,(6;) Ds.(6;) 0

Prova: Conforme o coroldrio 2.1 um sistema LPV (2.34), controlavel, tem

ganho Lo < 7 se, e somente se, existir 7 € Ry tal que o conjunto de PLMI (3.32) e
(3.33) seja satisfeito.
As matrizes A(6), B(A), C(0) e D(A) em (3.33), sdo substituidas por suas expansoes

de Haar truncadas e respectivos residuos resultando em:
S (PAEJ (9)) +38 (PAES (9)) PBEJ (9) + PBES (9) Cg] (9) + ng (9)
B%J(G)P + B%g(G)P —lm ng(@) + Dgg @) | <0 (44)

CZJ (9) + CE& (9) DEJ (0) + DE& (9) _77117

Separando o conjunto de PLMI (4.4) em duas partes, a primeira com as expansoes

truncadas e a segunda com os residuos, obtém-se:

8 (PAs,(0)) PBg,(0) Ci,(0) 8 (PAs, (0)) PBs,(0) C%,(0)
BL ()P  —nl. DL (6) |+| BIL ()P 0 DI (0) | <0 (45
CEJ(H) DZJ(9> _77117 CE&(G) Dzs(g) 0

que pode ser reescrita como

M, (0) + PMs;, () + Mg, (0)P + Dy, (0) < 0. (4.6)
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em que

8 (PAg, (0)) PBy,(0) Cg,(0) P 00
Ms,®)=| BL (P -, DL@® |, P=|0 00|,
Cs,(0)  Dy,(0) I, 0 00
As, () Bs,(0) 0 0 0 O
My, (0) = 0 0 0] ¢ Mg, (0)= 0 0 O
0 0 0 Cs, () Dg,(6) 0

Uma vez que P € S”, a restrigao (4.2) implica que ||P|| < ~. Entao, ¥V 6 € ©,

PMs, (6) + ME, ()P < [P, (6) + ME, (6)P[Lymsy

(4.7)
= 2| P[l[Ms,, ()T gmsp = 29[ Mss, (0) [T ip-

Como os elementos de My, (#) s@o, por construcdo, constantes por partes, entao Vo €
0,

eV, € @?i, para cada um dos 27*! intervalos as relacoes a seguir sao verdadeiras:

My, () = Ms, (6:), com | M, (8)[] < [IMs,, (6)]] e [|Ms,, (0)] < [|Dls,, (6:)]  (4.8)

Portanto,

(4.7)-(4.8)
Mg, (0) + PMs, (0) + Mg, (0)P+Ms,, (0) =

¢ N (4.9)
Ms;, (0:) + 27[[Mss,, (05) [T ip + (Mg, (6:) [ Tngmip < 0.

Desta forma, o conjunto de desigualdades (4.9) implica que o conjunto de PLMI (4.3)

¢ uma condicao suficiente para que o ganho £y < 1, no caso de uma variavel de Lyapunov

independente do parametro P. O
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4.1.2 ANALISE COM FL DEPENDENTE DO PARAMETRO

Seguindo o mesmo raciocinio da secao anterior, é apresentada uma nova caracterizacao

do Teorema 3.4, em que se elimina a restri¢ao v;, > 1 em (3.38).

Teorema 4.2. O sistema LPV (2.34), suposto controldvel, tem ganho Lo < 1 se existirem
matrizes Qo € S”, Q, € S™, 0 < h < 26+ — 1, ¢ escalares vy, e, € Ry, 1 < i < 2741,

tal que o sequinte problema de otimiza¢ao do nivel de desempenho n € Ry tenha solugao,

v0; € D9 C O:

min n, tal que
(ve;,77;,Q0,Qn)
sz(ei) - 7€¢In =0, (4.10)
Py, (0;) — 7.1, 20, (4.11)
I, Psx.(6;
e e (0) ] = 0, (4.12)
Ps.(0:;)  7eln
Q- (‘91) + S(PEJ (ei)MEJI (91>> + 27y, Mzal (91>|’In+m+p+ (4 13)
29, (I8, (6] + [[Ms, (0)1]) Tuansy + 1M, (6) [ Tgnsy < O, |
em que
Q+(0:) = 0 —nL, 0 |, Pg,(0)= 0 0 0 |,
CZJ (92) DZJ (01> _nIp 0 00
Ay, (0;) Bs,(0;) 0 As.(6;) Bs.(6:) 0
Ms, (6;) = 0 0o 0], My (6)= 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0
]MESQ (0;) = 0 0 0



Prova: Conforme o corolario 2.1 para um sistema LPV (2.34) controlavel, tem-se
que o ganho Ly < 7 se, e somente se, existirem 77 € Ry e P(f) € S” tal que o conjunto de
PLMIs (3.32) e (3.33) seja satisfeito.

Como ve, € Ry e Py, (6;) € S™ entao (4.10) implica em Py, (6;) = 0 e (4.11) implica
em ||Py, (6,)]| < ~ys,. Além disso, (4.12) implica em ||Ps, (6;)]] < 7, e

—ve, = Py, (0) < e, (4.14)

Ambos P(0) e Py, (0) em (3.17) sdo, por construcao, afim por partes e constante por
partes, respectivamente, entao Py, (0) = Py, (6;) e Py, (0) = P(8) — Py, (6;), V0 € ©,..
A partir desta igualdade e das condigoes (4.10) e (4.14), tem-se que:

0< PZJ (Ql) — ’)/gZIn = P(&) = PZ](ez) + ’)/gi:[n.

Portanto, P(6) > 0, V0 € ©, que corresponde a condigao (3.32).

Uma vez que a taxa de variacao 0 é linear em (3.33), basta checar apenas os pontos
extremos £p do conjunto ©4, para todos os valores admissiveis de 6. Analogamente ao
Teorema 4.1, as matrizes de estados A(6), B(#), C(), D(#) do sistema LPV (2.34) e a
matriz de Lyapunov candidata P(6), sdo substituidas em (3.33) por suas expansoes de

Haar truncadas e respectivos residuos, resultando em:

Q(0) + Ms,, (0) + 8(Pyx, (0)Ms, () + 8(Ps, (0)Ms, (0))+

(4.15)
S(Px, (0)Ms, (0)) + (Pse (6)Ms,, (6)) < 0.

em que
+tpQ(6) O 0 As,(0) Bg,(6) 0
Q@)= o —pL, 0 |, My, (0)=]| o o o],
CEJ(Q) DEJ(0> —T]Ip 0 0 0
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Ms,, (0) = 0 0 0|, My, (0)= 0 0o o],
0 0 o Cs,(0) Ds,(0) 0
Py, (/) 0 0 Py, () 0 0O
Py, (0) = 0 00| e Pg(h)= 0 00 (4.16)
0 00 0 00

Os trés tltimos termos em (4.15) podem ser substituidos por seus limites superiores
S(P(y ()M (0)) = 2[[P(y (O[T (O) [Tt mop- (4.17)

Como Q(#) e Py, () sdo constantes por partes, V0 € ©,, e Vb, € Df})i, as seguintes

relacoes sao verdadeiras para cada um dos 27! intervalos, i.e., parai = 1,...,2771:

Qo) = Q). (418)

Ps,(0) = Ps,(6:), com |Ps, ()] < [[Ps, (0], (4.19)

My, (6) = My, (6:), com [Ms, ()] < [Ms, (6], (4.20)

M, O[] = M, (6], (4.21)
(4.11)(4.19)(4.20) .

2[[Ps, (0)] [Ms,, (0) | Lnsme+p = 295, Mz, (00)|[Lnsmap,  (4.22)

(4.12)(4.19)(4.20)

2[[Ps, (0)] Ms,, ()| Tntmep = 27e,|[Ms,, (0:)| Lt (4.23)
(4.12)(4.19)(4.20) N

2[[Ps, (0 [Mss,, (0) [ Tntmetp = 27e,|[Ms, (0| Lnsmsp  (4.24)

Logo, utilizando as relagdes (4.22), (4.23) e (4.24) pode-se reescrever (3.33) como
(4.13), V6, € DY O

Exemplo 4.1. Considere o Exemplo 4 da Se¢do 3.2.3. Um nova tabela e novos grdficos
foram gerados considerando a reformula¢ao dos Teoremas 3.3 e 3.4, apresentados nesta
secao. A TAB. 4.1 e a FIG. 4.1 comparam os valores de n obtidos pelo Teorema 3.3 e

Teorema 4.1. Pela andlise dos dados, principalmente daqueles da tabela, pode-se verificar
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que, quanto maior o valor de J, menor € a diferenca encontrada pelos uso dos dois teo-
remas. A FIG. 4.2 replica os dados da FIG. 3.12 e mostra uma diferenca muito pequena
entre 0os valores de 1 encontrados pelo uso dos Teoremas 3.4 e 4.2. Percebe-se entdo que
0 novo teorema € um pouco menos conservador, porém com um numero muito menor de

restricoes LMI, sendo assim computacionalmente mais vantajoso.

TAB. 4.1: Valores de n encontrados pelos algoritmos dos Teoremas 4.1 e 3.3, para o
Exemplo 3.2.3 com PILF.

J \ n - Teorema 4.1 \ n - Teorema 3.3
5 26,2483 35,8566
6 12,7782 15,1402
7 9,7900 10,6807
8 8,6264 9,0264
9 8,0945 8,2790
10 7,8374 7,9251
11 7,7106 7,7532
12 7,6475 7,6684
13 7,6161 7,6264
14 7,6004 7,6055
15 7,5925 7,5950
16 7,5886 7,5898
17 7,5866 7,5872
18 7,5856 7,5859
19 7,5851 7,5852
20 7,5849 7,5849
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FIG. 4.1: Comparagao grafica dos dados numéricos da TAB. 4.1.
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FIG. 4.2: Valores de n obtidos pelo Teorema 4.2 para o Exemplo 3.2.3 com J=13 com
diferentes valores de G e p, comparando com os apresentados no Teorema 3.4.
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4.2 SINTESE DE CONTROLE LPV POR REALIMENTACAO DE ESTADOS COM
DESEMPENHO £, GARANTIDO

e At e e
D>HO—D| !

FIG. 4.3: Diagrama de blocos para sintese de controle L£o-LPV.

Considere o diagrama de blocos da FIG. 4.3. Tem-se entao o seguinte modelo de

estados para o sistema com realimentacao LPV de estados:

»
=
I
>

(6(2))x(t) + B (0())w(t) + B2(0(t))r(t),
1(0(8)x(t) + D (6(1))w(t) + Do (6(2))r(t)
2(0(8))%(t) + D1 (0(2))w(t) + Daa(6(2))r (%)

N
—~
~
~—
Il
Q
—~
~—
~—
—~

(4.25)

Y
Y

<

=
I
Q

x(t) = [A(6(1)) + Ba(0(1))K(0(2))]x(1) + B (0(2))w(t) + B2(0(2))u(t),
z(t) = [C1(0(t)) + D12(0(t)) K (0(1))]x(t) + D1 (0(t))w(t) + Dia(0(t))u(t),  (4.26)
y(t) = [Ca(0(1)) + Do (6()) K (0(2))]x(2) + D21 (6(2))w(2) + D22 (0(t))u(t).

Neste sistema, o canal (z, w) é o canal de desempenho, ou seja, o canal para o qual se
deseja minimizar o ganho L.

Utilizando a seguinte Transformacao de Congruéncia na PLMI encontrada no Corolario
(2.1) e simplificada pelo complemento de Schur em 2.64 (replicada em (3.32) - (3.32)),

substituindo os estados em (4.26) e considerando as dependéncias matriciais em 6 omitidas
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por simplicidade, tem-se:

P+ (A +BK)"P+P(A+BK) PB; (Ci+DpK)' |[p

Prl BTP I DT I |<0=
(Cl + D12K) D11 —T]I 1

P'PP '+ P YA +BK) +(A+BKP ' By PC,+DpK)T

BT I D7, 0.
(Cl -+ D12K)P_1 D11 —771

Considerando P(6) = X71(0), tem-se que
P(9) = P1(0) - 0 = X(0) = X" (0) = 0, (4.27)
e pela derivada de matrizes,
P~1(0)=-P1(OPOP () = X(0), (4.28)

tem-se:

~X +X(A+BK)T +(A+BK)X B, X(C,+DpK)”

BT —nI D7, <0 (4.29)
(C1 +DpK)X Dy —nl

Note que a PLMI acima ¢é bilinear, pois apresenta multiplicacoes de duas variaveis
X e K. Assim, faz-se a mudanca de variavel classica Y (0) = K(0)X(0) = K(0) =

Y (0)X1(0) na inequagao (4.29), linearizando e tornando convexo o problema:

~X+XAT+ AX+Y"Bl +B,Y B, XC;+Y'DJ,

BT —l D7, <0 (4.30)
ClX + D12Y Dll _77]:
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4.2.1 SINTESE COM FL INDEPENDENTE DO PARAMETRO

Considere o sistema LPV em (4.26), com dependéncia paramétrica geral, multiplas
entradas e saidas, cujos elementos das matrizes em espaco de estados A (6(t)), By (6(t)),
B, (0(t)), C1(0(t)), D12 (6(t)) e D1y (6(t)), sao fungoes de 0(t), pertencentes ao Lo(R). O
parametro escalar e sua taxa de variagao supostamente evoluem em dominios compactos,
0(t) € © e A(t) € ©4. Dado um nivel de truncamento .J, aplica-se o algoritmo da Secio
3.1.1 para obter os conjuntos de matrizes truncadas Ay, (6;), Bix,(60;), Bax, (6;), Cix,(6;),
Di1x,(6;), Dias,(6;) e os limites superiores correspondentes, ||Asx, (6;)], [|Bis. (6:)],
1Bax, (6:)]], ICus, (6], s, (6:)] € [Dias, (6:)]l, calculados v6; € D

O seguinte teorema apresenta um nimero finito de condigoes suficientes para a exis-

téncia de uma PILF tal que o sistema LPV em (4.26) tenha um minimo ganho £y < 1.

Teorema 4.3. O sistema de controle LPV por realimentagao de estados em (4.26), tem
desempenho Ly < 1 se, e somente se, existirem 7y, vy, € vy, € Ry, X € 8", Y =KX €
RP*™ ¢ Qyo € R Qy, € RP*" 0 < h < 29t — 1, tal que o seguinte problema de

otimizacdo do nivel de desempenho n € R, tenha solugdo, ¥0; € ©; = {GZ}f:{I C O:

min , sujeito a
(’Ya’YYJ 7’YY£ ’X) /r] ]
X >0, (4.31)
X -1, 20, (4.32)

[ Teln Yo (0:) ] = 0, (4.34)

YE& (‘91) Tye L,

Ms,, (6:) + [[Mse, (0 Tasmsp + 29D, (00) [ Loty + 27w, M, (0) sy
+29y; (Mg, (00 + [Ms,, (0) D Tntmip < 0.

(4.35)
em que
SAx, (0:)X)+8 Bax, (0:)Ys, (6;) Bis,(0;) XCly, (0:)+YS (6;)Di,s, (6;)
]MZJl(ei): B1T2J (0:) —nly, D1T12J (6:) ’

Cis, (0;)X4Di2s,(0:)Ys,(0;) Duix,(6;) —nl,
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Bys,(6;) 0 0O [ Bos,(6) 0 0

My, (6;) = o 00|, Mg (6)= 0O 00],
Dix,(0;) 0 0 | Dios,(6) 0 0
As,(6;) 0 0 0 Bis, (6;) 0
Ms,., (6;) 0 00]|e Mg (0)=[0 0 0
Cix.(6;) 0 0 0 Dix(6:) 0

Prova: O canal de desempenho do sistema LPV com realimentacao de estados em
(4.26) tem ganho Ly < 7 se, e somente se, existir n € R, X € " e Y € RP*™ tal que o
conjunto de PLMIs (4.27) e (4.30) seja vélido.

Analogamente a Segao 3.2 e & PLMI (3.33), as matrizes A (6(t)), By (6(t)), B2 (6(t)),
Ci(0(t)), D12 (6(t)) e Dyq (0(t)) sao substituidas na PLMI (4.30) por suas expansoes de
Haar truncadas e respectivos residuos maximos. Logo, separando o conjunto de PLMI em

expansoes somente truncadas, com residuos e mistas (residuos e truncadas), obtém-se:

8 (Ax, (0)X)+8 (Box, (0) Y, (0)) Bis,(0) XCly, (0)+Y3, (0)Diys, (6)

BszJ(Q) /1 D1T12J<9) +
Cis,(0)X+D1ox,(0)Ys,(0)  Dus,(0) —nl,

8 (Asx, (0)X)+8(Bos, (0)Yx,(0)) Bix,(0) XCiy, (0)+YF, (0)Diay, (0)
Bz, (0) 0 D1, (6) +

Ciy, (0)X4+Dioyx, (0) Y5, (6)  Diig, (0) 0

8(Bas, (0)Yx,(0))+8(Basx, (0)Ys,(0)) 0 YL (/)Duas,, (0)+YE (0)Diay,, (6)
0 0 0 <0

Diss, (0)Ys,(0)+D12s, (0)Ys, (6) 0 0
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que pode ser reescrita como

Ms,, (0) + Ms,, () + Ms,, ()X + XM5, (0) + My, (6)Ys,(6) + Y5, ()M, (0)+
Ms,, (6)Ys, (0) + Y5, ()M, (0) + My, (0) Vs, (0) + Y5, ()M, (0) < 0.

(4.36)
em que
X 00 Yy, (6) 0 0 Y. (6) 0 0
X=]0 00|, Yy,0= 0 0 0|, Yy (0)= 0 00|,
0 00 0 00 0 00
8 (A, (0)X)+8 (Bas, (0)Yx,(6)) Bix, () XCif, (0)+YE (0)Diay, (6)
M, (6) B.i% (0) —nLp, Dy, (6) )
Cis, (0)X+D12y, (0)Ys,(0)  Duis,(6) =l
Bys,(0) 0 0 [ B, () 0 0
Ms,, (0) = 0 00|, Mg (0 0 00|,
Dyss,(6) 0 0 | Do (6) 0 0
As, () 0 0 (0 Bus,(6) O
Ms,, (0)= 0 0 0| e My, (0)=]|0 0 0
Cis,(6) 0 O 0 Dus,(6) 0

Uma vez que X € S™, a restricao (4.32) implica que ||X]| < v, a (4.33) implica em
Y5, (60)1] < v, © a (4:34) implica em [[Vs, (6)]] < v, com 7 ¢ 7y, € R,
Entao, V 0 € O,

My, ()X + XME, (0) = My, ()X + XME,_(0)[Trsrnsy

) (4.37)
= 2[X[[[Msy, () Tnsmip = 29[ Ms,, () Lntomsp-

Como os elementos de My, (#) s@o, por construcado, constantes por partes, entao Vo €
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Oy, eV, € @%, para cada um dos 27*! intervalos, as relacoes a seguir sdo verdadeiras:

0
0:), com |[Ms,, (0)I < [Ms,, ()], (4.38)

Mg, (0)] < ||]Mz82 @)1l Mz, (O)] = ||M253(9i)“7
2/[Ys, (0)| 1M, (O) [ Tnrmsp =275, [ Mg, (60)] [Tty (4.39)
2/[Ys, ()] M, (O Tusmsp =27, My, (6Tt (4.40)
2[[¥s, (O)] M, () Mntmtp  =27ve[Ms,, (0:)|[Tnsmsp- (4.41)

Portanto,

Mg, (0) + Mg, (0) + Mg, (0)X + XMg, (0) + M, (0)Vx,(0) + Y5, (0)M, (0)+
(4.37)—(4.41)

Ms,, (0)Ys, (0) + Y5, (O)MS, (0) + Ms,, (0)Ys,(0) + Y5, ()M, (0) =
My, (6:) + [[Ms,, (65 + 27[Ms,, (6:) ]| + 29y, [|Ms,, (6;)]|+

29y, (|[Mx,, (0:)] + [Ms,, (0:)]]) < 0.
(4.42)

Desta forma, o conjunto de desigualdades (4.31), (4.32) e (4.35) implica que o
conjunto de PLMI (4.27) e (4.30) é uma condicao suficiente para que o ganho £y < 7, no

caso de uma variavel de Lyapunov independente do parametro X. ]

4.2.2 SINTESE COM FL DEPENDENTE DO PARAMETRO

Suponha agora (t) € © e |8(t)] < p € Ry ¥t. Dado um nivel de truncamento .J,
aplica-se o algoritmo da Secao 3.1.1 para obter os conjuntos de matrizes truncadas e os
limites superiores dos espacos de estados do sistema LPV como na se¢ao anterior.

Considere Py, (6;) dado na EQ. 3.22, sob a condi¢ao EQ. 3.18, com o conjunto corres-
pondente 1323 (0;), cujos elementos sao dados pela EQ. 3.24, e Q(6;) na EQ. 3.23. Como
P(0) = X~1(f), entao, sob as mesmas condigoes existe Xs,(6;), Xs,(6;) e Qx(6;). O
teorema a seguir estabelece um numero finito de condigoes suficientes para a existéncia

de uma PDLF tal que o sistema LPV da EQ. 4.26 tenha um minimo ganho £, < 7.

Teorema 4.4. O sistema de controle LPV por realimentacao de estados da EQ). 4.26, tem
minimo ganho Lo < n se, e somente se, existirem matrizes X € S*, Y = KX € RP*",

QXO € S", Qx, €57, QYU € RP" Qy, € RP*™, 0 < h <2911 ¢ escalares v, Ve, Vv: €
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Yy, € Ry, 1 <4 <27 tal que o sequinte problema de otimizagio do nivel de desempenho

n € Ry tenha solugao Y0; € 92 C O:

min n, sujeito a
(ve;,77;,Q0,Qn)

Yy, (0;) — v, 1 20, (4.43)
L, Y. (0

[ e e (%) ] =0, (4.44)
YEE (91) ’YYSIn

X, () = e L > 0, (4.45)

X, (0;) =751, 20, (4.46)

(4.47)

eI, X, (6:) ] o
XES (91) ’YSZIn

QU0:) + S(Ms, (0) X, (01)) + 8(M,, (6) Vs, (01)) + 27 [Pl (69 [Lusmsp
W, (06) [ Tam - 29, (1B, (00) 1M, (00)1) Tt 297, [ B, (06) [ Lo+
2%, (1M, (0:) | +Ds,, ()]]) Lusmss < 0.

(4.48)
em que
FrQ(0:) Big,(6:) 0 Xy, () 0 0
Q(0;) = 0 —nL, 0 |, Xg,(6) o 00|,
0 Dlng(Gi) —T]Ip 0 00
Ys,(6) 0 0 Bys,(f;) 0 0
Y, (0:) = 0 00/, My (6)= 0 00|,
0 00 Dios, (6;)) 0 0
As,(6;) 0 0 0 By, (6;) 0
Mg, (6)=| 0 00| e Mg, (6)=|0 0 0
Cix.(6;) 0 0 0 Diyx,(6;) 0
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C12J<01) 00 DlzzJ(ei) 0 0

Prova: O canal de desempenho do sistema LPV com realimentagao de estados em
(4.26) tem ganho Lo < 7 se, e somente se, existir n € Ry, X € S" e Y € RP*" tal que o
conjunto de PLMI (4.27) e (4.30) seja satisfeito. Apés, procede-se com as substituigoes e
operacoes analogas a prova do teorema anterior.

Como vy, e 7e, € Ry, a restricao (4.43) implica em ||Yy,(6;)|] < 7y, e a inequacao
(4.44) em ||Y5, (6)|| < vv,. Além disso, Xy, (;) € S™ entao (4.45) implica em Xy, (0;) >
0, (4.46) em || Xy, (6:)|| <7, (4.47) implica em || Xy, (0;)|] < e, e

—7e; = X (0) = e, (4.49)

Ambos X(#) e Xy, (0) sao, por construgdo, afins por partes e constante por partes,
respectivamente, entao Xy, (0) = Xy, (6;) e X5, (0) = X(0) — Xy, (6;), V0 € O,,. A partir
desta igualdade e das condigoes (4.45) e (4.49), tem-se que:

Portanto, X(#) > 0, V0 € ©, que corresponde a condigao (4.27).

Uma vez que a taxa de variacao 0 é linear em (4.30), basta checar apenas os pontos
extremos £p do conjunto O4, para todos os valores admissiveis de #. As matrizes de esta-
dos A (6(t)), B1(6(t)), B2(6(t)), C1(6(t)), D12 (6(t)) e D11 (6(t)) do sistema LPV (4.26)
e a matriz de Lyapunov candidata X(6), sdo substituidas em (4.30) por suas expansoes

de Haar truncadas e respectivos residuos, resultando em:

Q+(0) + Ms,, (0) + 8(Ms, (0)Xs,(0) + S(Ms,, (0)Xs,(0))+
S(Ms,, (0)Xs, (0)) + 8(Ms,, (0)Xs, () + 8(Ms, (0)Ys,(0))+ (4.50)
( )

8(Ms,, (0)Yx,(0)) + 8(Ms,, (6)Yx, (¢)) + 8(Ms,, (6) Vs, (0)) <0,
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em que

+0Q(f) Biy,(0) O X5, (0) 0 0
Q:‘:(e): 0 _nIm 0 ) XEJ(H): 0 00 s
0 D112J<9) —T]Ip 0 00
Xs. () 0 0 Yy, (/) 0 0 Y. () 0 0
X (0)= 0 0 0| Yy, (0)= 0 0 0|, Yy (0)= 0 0 0|,
0 0 0 0 00 0 0 0
As.(0) 0 0 By, (0) 0 0 By, (/) 00
My, (0) = 0 0 0|, Mg, (0) = 0 00|, My, (0)= 0 00{,
Ciy,(0) 0 0 Dyss,(6) 0 0 Dy, () 0 0
As.(6) 0 0 0 By, (8) 0
Ms,, (0) = 0 00| e My (0)=]0 0 0
Cix.(0) 0 0 0 Dy, () O

Os oito ultimos termos em (4.50) podem ser substituidos por seus limites superiores

S(M(,)(0)X()(0)) = 2[[M) (O)[|[IX () (D) Tntmtp e

(4.51)
S ()Y (5(0)) = 2[[ My (DY () (0) [ Tnrmtop-

Como Q(f) e Xy, () sao constantes por partes, V0 € ©, e V0; € DY, as seguintes

relacoes sao verdadeiras para cada um dos 27F! intervalos, i.e., para i = 1,...,2/71:
Q(0) = Q(6:), (4.52)
Xy, (0) = X, (0;), com || X, (0)]| = | X, (65)]], (4.53)
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2[ X, @O IMs, ) Tngmip = 275 [[Msg, (0)][Tntmop, (4.54)
2/ X5 ()M, (O)[Tnsmip = 27e|[Ms;, (05 Tnsmip, (4.55)
2/ Xx, () [ My, O Lotmep = 276, | Msg, (0| Ltmep- (4.56)
2V, () Mg, () Lnrmsy = 27y, [[Dls,, (0] Lntimsp, (4.57)
2 Yse (DM, () Tnimip = 277, [Msj, (6:) | Tntmp, (4.58)
2V () Mg, () Lnrmey = 27Dy, (0] Lntimsp, (4.59)

M, O Tnmrp =< |Ms,, (62| Tn (4.60)

Logo, considerando as desigualdades (4.54) até (4.60), pode-se reescrever a (4.50)
como (4.48), V6, € DF. O

Exemplo 4.2. Considere o sequinte modelo apresentado em (DE OLIVEIRA et al.,
2002):
x(t) = A(0)x(t) + Bow(t) + B,u(t)

(4.61)
y(t) = C(0)x(t) + Dyoyw(t) + Dy (0)u(t)

00
Du<e>:[?], D,.(6) = g]

em que 6 € [—44] e 0 € [=5,5]. de Olieira et al. (2002), em sua técnica, obtiveram
o valor otimo n = 1,980828 para o caso do parametro 6 nao estar disponivel online e
n = 1,7708326 para 6 disponivel online, ou seja, 6 poderd ser utilizado na lei de controle,
resultando em uma realimentacao de estado com dependéncia paramétrica.

A TAB. 4.2 mostra valores de n para o Exemplo 4.2 obtidos com J = 10 e diferentes
valores de G e p, pelo uso do algoritmo do Teorema 4.4. Observa-se que valores menores
de n sao obtidos para tazas de variagao paramétrica (p) menores e G maiores. Verifica-se
ainda que esses valores sao bem menores do que o obtido por de Oliveira et al. (2002).

Os minimos autovalores de X(0) sao representados na FIG. 4.5, onde se pode verificar
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que todos sdao positivos, ou seja, a positividade X(0) = 0 estd confirmada, conforme
exposto no Teorema 4.4. A FIG. 4.4 apresenta a reconstru¢io de X(0), a FIG. 4.6 os
valores de Y () e a FIG. 4.7 do Controlador K(0), obtido a partir de K(0) =Y (0)X ().

Todos os grdficos foram encontrados para J =15, G =5 e p = 10.

TAB. 4.2: Valores de n para o Exemplo 4.2 com PDLF e J = 10.

G p

0 [ 5 | 10 [ 15 | 50 [ 1000 | 10000
0,3559 | 0,4041 | 0,4519 | 0,4656 | 0,4777 | 0,4777 | 0,4777
0,3499 | 0,3614 | 0,3890 | 0,4088 | 0,4545 | 0,4777 | 0,4777
0,3402 | 0,3558 | 0,3750 | 0,3882 | 0,4412 | 0,4776 | 0,4777
0,3492 | 0,3511 | 0,3633 | 0,3757 | 0,4355 | 0,4775 | 0,4777
0,3490 | 0,3491 | 0,3568 | 0,3690 | 0,4321 | 0,4774 | 04777
0,3488 | 0,3488 | 0,3546 | 0,3658 | 0,4299 | 0,4774 | 0,4777

Y =W N~ O

0.25

0.2}
S0.15]
< 01f

0.05

FIG. 4.4: X(0) obtido para J =15, G =5 e p = 10.
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FIG. 4.5: Autovalores minimos de X(6) obtidos para J =15, G =5¢ p
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FIG. 4.6: Y (0) obtido para J =15, G =5 e p = 10.

x10°

k()
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> O

K'2(9)

-10 | 7

15 ! ! ! ! ! ! !
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0

FIG. 4.7: K(0) obtido para J =15, G =5 e p = 10.

Pela FIG. 4.7, nota-se que os valores de K(f) estdao muito altos, devido ao mau con-
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dicionamento da matriz X(6), portanto, para obter um melhor resultado foi utilizada a

seguinte definicao.

Definicao 4.1. (BOYD et al., 1994) Para minimizar o condicionamento (\), de uma
matriz positiva definida X dependente de 0, sujeita a uma restrigao LMI, F(0) = 0,
tem-se que

min A\, sujeito a
F(0) -0
w>0
pl < X(0) < Aul

Novos valores obtidos para o Exemplo 4.2, restringindo o condicionamento em A = 100,
sao apresentados pela tabela e figuras a seguir. Observa-se que os valores dos elementos

do controlador estao muito menores.

TAB. 4.3: Valores de n para o Exemplo 4.2 com FL dependente do parametro e J = 10.

G p

0 [ 5 | 10 [ 15 | 50 [ 1000 | 10000
0,3566 | 0,4051 | 0,4529 | 0,4664 | 0,4777 | 0,4777 | 0,4777
0,3501 | 0,3643 | 0,3926 | 0,4121 | 0,4559 | 0,4777 | 0,4777
0,3493 | 0,3584 | 0,3790 | 0,3021 | 0,4434 | 0,4776 | 0,4777
0,3492 | 0,3539 | 0,3674 | 0,3798 | 0,4380 | 0,4775 | 0,4777
0,3491 | 0,3503 | 0,3601 | 0,3728 | 0,4348 | 0,4774 | 0,4777
0,3489 | 0,3492 | 0,3569 | 0,3692 | 0,4326 | 0,4774 | 0,4777

=W N O
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41> o +

FIG

. 4.9: Y(0) com A = 100, obtido para J =10, G =4 e p = 10.
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FIG. 4.10: K(f) com A = 100, obtido para J =10, G =4 e p = 10.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

5.1 CONCLUSOES

O estudo realizado nesta dissertacao, sobre andlise e sintese de controle LPV, consi-
dera modelos LPV possivelmente com dependéncia geral em parametros que evoluem em
dominios irregulares. A maior parte das técnicas disponiveis no contexto da estabilidade
quadratica de Lyapunov sao aplicdveis a modelos com dependéncias afins (modelos poli-
tépicos) ou racionais (modelos LE'T) no parametro. Essas técnicas sdo conservadoras no
sentido que trajetorias irrealistas podem ser inseridas no modelo de analise ou sintese ao
se tratar de sistemas fisicos de interesse, que geralmente nao apresentam modelos com
dependéncias paramétricas simples. Outra fonte de conservadorismo dessas técnicas é que
boa parte delas nao permite considerar PDLF (caso das técnicas LPV/LFT) ou suportam
somente PDLF afins nos parametros, o que pode nao prover suficiente grau de liberdade
na busca de FL candidatas.

Contrariamente aos métodos LPV classicos de gradeamento do dominio paramétrico,
que falham na garantia de estabilidade e desempenho por se basearem em condigoes
somente necessarias devido a caracteristica inerente ao paradigma de Lyapunov de di-
mensionalidade infinita e presenca de infinitas restri¢oes, as técnicas de discretizacao do
dominio paramétrico via TH, objetos deste estudo, garantem a estabilidade e o desempe-
nho, pois se baseiam em condic¢oes suficientes. Essas condigoes sao obtidas visto que os
residuos do truncamento da expansao Haar das matrizes de estado e de Lyapunov nao sao
negligenciados, mas substituidos nas PLMI por seus limitantes superiores. Um conser-
vadorismo suplementar regulavel pelos niveis de truncamento da TH adotados ¢ o preco
a ser pago neste caso. Contudo, mostrou-se nesta pesquisa que, mesmo para niveis de
truncamento baixos, os novos métodos baseados em expansoes de Haar sao muito menos
conservadores por permitirem o uso de FL assintoticamente Lo-quadraticas, que provem
um grau de liberdade muito maior na busca de solugoes viaveis. Enfim, o uso da TH se
mostra uma alternativa matematicamente elegante para a definicao de uma base para o
espaco das fungoes de dependéncia paramétrica da matriz de Lyapunov.

Uma contribuicao especifica desta dissertagao, apresentada na Secao 3.2.3, se refere aos

resultados obtidos pelo uso da TH na anélise LPV de desempenho robusto H,, introduzi-
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dos recentemente por Bandeira (2018). Esses algoritmos sao testados em um exemplo com
dependéncia paramétrica afim, com a finalidade de valida-los e comparar o seu desempe-
nho com técnicas de analise de desempenho bi-quadratica e afim-quadratica encontrados
na literatura. O exemplo foi muito 1util para melhor validar os algoritmos desenvolvidos e
nao muito explorados numericamente naquela tese, embora o método seja capaz de tratar
exemplos com dependéncias paramétricas muito mais gerais.

As principais contribuigoes deste trabalho estao apresentadas no Capitulo 4, onde pri-
meiramente sao introduzidas novas caracterizacoes e condicoes suficientes para andlise de
desempenho robusto H, de sistemas LPV utilizando a TH. Uma formulacao menos com-
plexa e ligeiramente menos conservadora em regime assintotico do que as desenvolvidas
por Bandeira (2018) é apresentada e validada numericamente. Esses novos algoritmos sao
objetos dos Teoremas 4.1 e 4.2 apresentados, respectivamente, nas Secoes 4.1.1 e 4.1.2.
Esses novos resultados sao entao estendidos para a sintese de controle LPV por realimen-
tacao de estados com desempenho £, garantido via TH e demonstrados nos Teoremas 4.3
e 4.4, respectivamente, nas Segoes 4.2.1 e 4.2.2. Exemplos numéricos ilustram e validam
os resultados de sintese.

A maior dificuldade inerente aos métodos aqui tratados, sem duivida, é o elevado custo
computacional. Multiplos parametros podem ser tratados, mas da mesma forma que
para a maioria das técnicas de andlise e sintese de controle LPV, conforme o nimero de
parametros aumenta, a carga computacional pode se tornar proibitiva. Entretanto, essa
dificuldade pode ser superada considerando niveis de truncamento Haar baixos, o que
resulta em um maior conservadorismo, pois o método obtém solugoes que garantem a
estabilidade e o desempenho para qualquer nivel de truncamento e, por conseguinte, de

conservadorismo.

5.2 PERSPECTIVAS

Com base na experiéncia obtida neste trabalho, sugere-se para trabalhos futuros:

e Estudar formas de paralelizar o algoritmo computacional apresentado, visando di-
minuir o tempo de processamento e tornando numericamente vidvel o tratamento
dos casos multiparametros, que tendem a elevar enormemente o niimero de variaveis

e de restricoes envolvidas nos problemas de analise e sintese de controle.

e Estender o método de analise de estabilidade e desempenho e de sintese para FL
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com dependéncias mais gerais nos estados do sistema.

e Estender os resultados obtidos de sintese de controle por realimentacao de estados

para a sintese de controle por realimentacao de saida.

e Aplicar as técnicas desenvolvidas em modelos de sistemas reais, de dinamicas mais
complexas e de ordens mais elevadas, principalmente na area da defesa antiaérea

(misseis), bem como em outras dreas de sistemas aeronduticos.
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