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RESUMO

Algoritmos dindmicos para resolucao de problemas em grafos representam um ramo
da Computacao que vem recebendo cada vez mais atencao nos ultimos anos. O intuito
deste trabalho é disponibilizar uma interface de facil utilizacao para usuarios de diferentes
dominios, que nao necessite de conhecimento de programacao, abordando alguns proble-
mas em grafos, como reconhecimento de classes e geragao estética e dinamica de grafos
aleatorios pertencentes a determinadas classes. Para o desenvolvimento destes algoritmos,
sao apresentadas as caracterizagoes dessas classes de grafos, em especial para os grafos
cordais e suas subclasses. Finalmente, foram implementadas estruturas de dados avanca-

das, que tornam estes algoritmos eficientes.



ABSTRACT

Algorithms for problem solving in dynamic graphs represent a branch of computing
that has received increasing attention in recent years. The purpose of this work is to pro-
vide an easy-to-use tool for users from different domains, who do not need programming
knowledge, addressing some problems in graphs, such as graph class recognition and both
static and dynamic generation of random graphs for certain classes. For the development
of these algorithms, we will discuss the characterizations of some classes of graphs, espe-
cially for the chordal graphs and their subclasses, besides certain problems for this family,

and finally implement advanced data structures, that make these algorithms efficient.



1 INTRODUCAO

1.1 OBJETIVO

Os objetivos principais deste trabalho sao: aprofundamento no estudo de teoria de grafos,
em particular grafos cordais; desenvolvimento e analise de algoritmos estaticos e dinamicos
para geracao aleatoria de grafos; implementacgao dos algoritmos estudados; implementacao
da ferramenta para manipular subclasses de grafos cordais: reconhecimento e geracao.

Como objetivo secundério do trabalho podemos mencionar o desenvolvimento de um
sistema que permita manipular algoritmos em grafos cordais e subclasses. Esse sistema
permitird tanto reconhecer grafos pertencentes a essas subclasses, quanto fazer geragao

aleatoria dos mesmos.

1.2 MOTIVACAO

A Teoria de Grafos é uma area de estudo que vem recebendo cada vez mais atencao
de pesquisadores de diversos campos, como matematica, computacao, estatistica, entre
outros. Em especial, algoritmos dinamicos estao relacionados a diversos problemas, com
aplicagoes em redes sociais e eletronica, por exemplo.

Esse crescimento de pesquisas na area torna ainda mais importante a criacao de
ferramentas para integrar a manipulagao de algoritmos em grafos, sem que seja necessario
algum conhecimento de programagao prévio. O presente trabalho serd desenvolvido com
essa motivacao.

No ambito da SE/9, este trabalho vem dar continuidade ao estudo de grafos cordais.
Grafos cordais sao grafos para os quais qualquer ciclo de tamanho maior ou igual a quatro
possui uma aresta conectando vértices ndo consecutivos no ciclo (aresta chamada corda).
Os grafos cordais sao uma subclasse de grafos perfeitos e possuem a particularidade de
serem reconhecidos em tempo linear. Além disso, alguns problemas que sao NP-completo
para grafos em geral, admitem solucao polinomial quando restritos a classe de grafos
cordais. Por um lado, foi realizada uma dissertacao de mestrado sobre algoritmos di-
namicos para grafos outerplanares (NETO, 2017). Os relatorios (RAMALHO, 2017) e
(RAMALHO, 2018) apresentaram um estudo sobre classes de grafos cordais, resultando
na implementagao dos algoritmos de reconhecimento de grafos cordais, estritamente cor-

dais e estritamente de intervalo e no desenvolvimento de um algoritmo alternativo para
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reconhecimento de grafos estritamente de intervalo dentro do projeto de Iniciagao Cien-
tifica. Pretende-se facilitar a utilizacao de implementagoes ja desenvolvidas assim como

novas implementacoes através da ferramenta proposta neste trabalho.

1.3 METODOLOGIA

O presente trabalho foi desenvolvido seguindo as seguintes etapas.

Inicialmente foram estudados alguns conceitos e definicoes mais gerais sobre a Teoria
de Grafos e de Algoritmos Dinamicos, para entao aprofundar na classe de grafos cordais,
em particular nos grafos bloco.

Posteriormente foram levantadas as funcionalidades e os requisitos para a criacao
da interface, e verificadas as ferramentas necessérias para o desenvolvimento dos algorit-
mos e da interface, assim como suas implementacoes. Apods essas etapas, foi realizada a

implementagao do produto final.

1.4 ORGANIZACAO DA MONOGRAFIA

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte maneira.

O Capitulo 2 apresenta topicos da Teoria de Grafos, que formam a base tedrica para o
desenvolvimento do trabalho, e sao abordadas ferramentas estruturais, que podem estabe-
lecer propriedades de classes de grafos. Primeiramente sao introduzidos alguns conceitos
mais simples, como cliques, vértices simpliciais, entre outros, assim como diferentes for-
mas de representacao computacional de grafos, classes de grafos, e em especial a classe dos
grafos cordais. Apoés essa introducao, é possivel definir conceitos que sao fundamentais
para caracterizar os grafos cordais, como sequéncia de vértices e esquema de eliminagao,
entre outros topicos necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

O Capitulo 3 trata do sistema proposto, com detalhes da geracao estatica e dinamica
de grafos bloco, que seré a principal classe que sera utilizada pelo sistema. Também trata
dos aspectos técnicos do trabalho, como a identificacao das funcionalidades, o levanta-
mento de requisitos, a descricao dos casos de uso, a linguagem de programacao escolhida
e o modelo do sistema.

O Capitulo 4 descreve o funcionamento da interface que sera desenvolvida nesse tra-
balho. Sao apresentados detalhes do uso da interface, além dos algoritmos gerados e como

foram implementados.
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2 CONCEITOS BASICOS

As proximas se¢oes tém por finalidade apresentar os conceitos sobre Teoria de Grafos
necessaria para o desenvolvimento do projeto. Os conceitos aqui apresentados foram
retirados de (MARKENZON; WAGA, 2016) e (RAMALHO, 2017)

2.1 TEORIA DE GRAFOS

Nessa se¢ao serao estudados alguns conceitos mais basicos sobre grafos. Serao introduzidos

os grafos cordais e algumas de suas subclasses.

2.1.1 CONCEITOS GERAIS

Um grafo nao orientado G é um par (V, E), ou (V, Eg), em que V' (ou V) é o conjunto
de vértices e E (ou Eg) é o conjunto de arestas. Uma aresta é um par nao ordenado de
vértices, que por sua vez sao denomidados extremidades. Chamamos de lago uma aresta
com extremidades iguais.

Um grafo é finito quando possui um nimero finito de vértices e nao possui lagos.
O namero de vértices é chamado de ordem e pode ser representado por n (n = |V]). A
quantidade de arestas ¢ chamada de tamanho e pode ser representada por m (m = |E|).

Quando dois vértices sao extremidades de uma aresta, sao chamados de adjacentes
ou vizinhos. Da mesma forma, duas arestas distintas que incidem sobre o mesmo vértice
sao arestas adjacentes. Chamamos de wvizinhanga aberta de um vértice v € V' o conjunto
de vértices que sao vizinhos de V' e é denotado por N(v). Formalmente, N(v) = {w € V
| v,w € E}. Uma vizinhanga fechada é o conjunto N[v] = N(v) U {v}. Podemos ainda
estender esse conceito para subconjuntos. Tomando Y C V, temos N(Y) =,y N(v) e
N[Y] = U,y Nv].

O grau de um vértice, d(v), é a quantidade de vértices que estao na vizinhanga aberta

veY

veY

de v, ou seja, a cardinalidade de N(v). O grau mdzimo de um grafo G é A(G) =
maz{d(v)},v € V. Dizemos que um vértice é universal quando N[v] = V (v é vizinho de
todos os outros vértices de V) e dizemos que ele é pendente quando d(v) = 1. Um grafo
é dito k-reqular quando todos os seus vértices possuem grau k.

Dois vértices sao gémeos verdadeiros se possuem a mesma vizinhanga fechada (se

N[u] = N[v]) e sao gémeos falsos se possuem a mesma vizinhanca aberta, porém nao sao
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vizinhos (se N(u) = N(v), mas {u,v} ¢ E).

Dado um grafo G = (V, E), Temos que G' = (V’, E’) é um subgrafo de G quando
V' C Ve FE CE. Para um subconjunto Y C V| denominamos G[Y] = (Y, {{z,y} €
E :z,y €Y) o subgrafo de G induzido por Y, ou seja, é o subgrafo que possui Y como
conjunto de vértices e como conjunto de arestas todas aquelas do grafo e que possuem
extremidades em Y.

Uma clique € um conjunto C' C V em que G[C] é um grafo completo, ou seja, é
um subgrafo de G que possui todas as arestas possiveis. Uma k-clique, com k > 1 é
uma clique de cardinalidade k e a cardinalidade de uma cligue mdzima (w(G)) é a maior
cardinalidade entre todas as cliques contidas no grafo G. Um vértice v € V é dito
simplicial em G quando N(v) é uma clique.

Um caminho em G = (V, F) é uma sequéncia (vy, ..., v,) de k > 1 vértices distintos
tal que para k > 1 tem-se {v;,v;41} € E, parai =1,....k—1. O comprimento do caminho
é igual a kK — 1. Definimos ciclo como um caminho de comprimento maior ou igual a 3
em que apenas o primeiro e o tltimo vértices coincidem. Um grafo é aciclico quando nao
possui ciclos. Uma corda é uma aresta que ¢é incidente a dois vértices de um ciclo, em que
os vértices nao sao consecutivos.

Um grafo é conexo se, para todo par de vértices distintos, existe um caminho entre
eles. Quando essa condi¢ao nao é observada, o grafo é desconexo. A distdncia entre dois
vértices u e v, denotada por dist(u,v) ou por dist,(u,v) é o menor caminho entre esses
vértices. A maior distancia de um grafo conexo é chamada de didmetro (diam(QG)).

Um caminho ¢é dito euleriano quando passa por todas as arestas apenas uma vez,
mas admite repeticao de vértices. Um caminho é hamiltoniano quando passa por todos
os vértices apenas uma vez.

Um grafo G’ é componente conexa de G se G’ for subgrafo conexo maximal de G, ou
seja, quando nao existir um grafo G = (V' E") com V' C V' Cc Ve EF C E" C E e
G' # G”. Um grafo é k-conexo quando for necessario remover pelo menos k vértices para
desconecté-lo. Um grafo 2-conero também é denotado biconezo.

Uma drvore T ¢ um grafo que é conexo e aciclico. Chamamos de folhas os vértices
pendentes de uma arvore. Uma drvore geradora de G é uma subarvore de G que possui
todos os vértices de G.

Dado um subconjunto Y C V' de vértices de um grafo G = (V, E), dizemos que
Y é um conjunto dominante de G quando N[Y] = V e dizemos que Y é um conjunto
idependente de G se quaisquer 2 vértices de Y nao sao adjacentes. A cardinalidade do

maior conjunto independente maximal é chamada de nimero de independéncia de G, e é
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denotado por fy(G).
Dois grafos G = (V,E) e G’ = (V', E') sao chamados de isomorfos quando existe

uma fungao bijetora A : V. — V'’ que preserva a adjacéncia, ou seja, para quaisquer
u,v € Vi {u,v} € E< {\(u),\(v)} € E.

2.1.2  REPRESENTACAO DE GRAFOS

Computacionalmente falando, nao é conveniente utilizar para os grafos a representacao
geométrica por meio de pontos que representam os vértices e os segmentos de reta que
os ligam, representando as arestas. Duas estruturas que sao bastante utilizadas sao as
matrizes de adjacéncias e os conjuntos de adjacéncias.

A matriz de adjacéncia é uma matriz A, «,, em que n é a ordem do grafo. Cada linha
e coluna representa um vértice, e dizemos que A(i,j) = 1, se {i,j} € E, e A(i,j) = 0,
caso contrario.

Um conjunto de adjacéncia é a representagao de todos os pares (v, N(v)), em que
v € V. Essa representacao ¢ comumente mais adotada, e a complexdade dos conjuntos

de adjacéncia ¢ da ordem de O(n?).

2.1.3 CLASSES DE GRAFOS

Dizemos que o conjunto de todos os grafos que possuem uma dada propriedade constitui
uma classe de grafos. E interessante de se definir novas classes porque, embora a solucao de
grafos em geral para um problema pode ser dificil de se resolver, o mesmo problema, dentro
de uma classe, pode possuir uma solu¢ao mais simples. Algumas classes sao bastante

conhecidas. A seguir serao apresentadas algumas definicoes:

a) Um grafo é completo, K,,, se é (n-1)-reqular, ou seja, se todos os vértces sao adja-

centes a cada um dos outros n — 1 vértices.

b) Um grafo ¢ um ciclo, denotado por C,, quando for m grafo conexo, onde todos os

vértices possuem grau 2, ou seja, 6(v) = 2,Vv € V.

c) O grafo roda é o grafo em que todos os vértices de C,,_; sao adjacentes a um vértice

(% g On—l-
d) Um grafo bloco é um grafo em que todas as componentes biconexas sao cliques.

e) Um grafo caminho é um grafo que é uma arvore com exatamente 2 folhas.
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f) Um grafo bipartido é um grafo em que podemos particionar V em ViUV, ViNV, = (),
de modo que nenhuma aresta tenha ambas as extremidades no mesmo subconjunto,

e o denotamos por G = (V1UV2 E).

Dizemos que a definicao de uma classe é a propriedade que é satisfeita pelos seus
integrantes. Uma caracterizagao ¢ uma propriedade alternativa, mas que é equivalente
a propriedade apresentada pela definicao. Normalmente as caracterizagoes das classes
ocorrem quando proibe-se a existéncia de algum tipo de subgrafo. Dessa forma, se um
grafo G é H-livre ou livre de H, onde H é um conjunto de grafos, quando nenhum subgrafo
de G pertence a H. Assim, os grafos de H sao subgrafos proibidos para a classe dos grafos
H-livres.

Quando se define uma nova classe de grafos, existe o problema de reconhecimento da
pertinéncia, que é, em termos computacionais, a obtencao de um algoritmo que verifica
se um dado grafo pertence a essa classe. Se a classe é a intersecao de outras classes com
algoritmos de reconhecimento conhecidos, podemos utilizar duas abordagens: verificar se
o grafo pertence a essas classes ja conhecidas, ou desenvolver um algoritmo especifico para

essa classe.

2.1.4 GRAFOS CORDAIS

Um grafo cordal G = (V, E) é um grafo em que todo ciclo de tamanho maior do que 3
possui uma corda. Também podem ser encontrados na literatura como grafos triangula-

rizados ou grafos de circuito rigido.

2.2 FERRAMENTAS ESTRUTURAIS PARA GRAFOS CORDAIS

Esta secao sera dedicada as ferramentas estruturais que poderao estabelecer algumas das
principais propriedades das classes de grafos estudadas, em especial os grafos cordais.

Uma sequéncia é uma lista de objetos considerados em uma ordem especial. Cada
elemento de uma sequéncia recebe um nimero de 1 a n, que define a posi¢cao do elemento
na sequéncia.

Um esquema de eliminag¢do é uma sequéncia (vy, ..., v,) de vértices de um grafo G
que satisfaz a seguinte propriedade P: para todo i € {i,...,n}, o vértice v; satisfaz a
propriedade P no grafo restante G; = G[{v;,...,v,}]. A seguir serd apresentado um
exemplo de esquema de eliminacao perfeita.

Seja G = (V, E) um grafo e 0 = (vy,...,v,) uma sequéncia de vértices. o serd um

esquema de eliminagao perfeita (eep) se cada v; for um vértice simplicial no subgrafo
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induzido G[{v;,...,v,}]. Utilizaremos a notagdo o(i) para determinar o elemento v; e
o~1(v) para a posi¢ao do vértice v na sequéncia.

O esquema de eliminagao perfeita ¢ importante para caracterizar os grafos cordais.

Teorema 2.1 Um grafo G € cordal se e somente se G admite um esquema de eliminagao

perfeita.

Podemos utilizar percursos especiais para determinar um eep de um grafo cordal, entre
eles o percurso de cardinalidade mdxima e o percurso em largura lexicogrdfica. Dizemos
que um percurso sobre um grafo é um processo sistemético de varredura que explora cada
elemento da estrutura exatamente uma vez.

No percurso de largura lexicogrdfica, o critério de escolha é baseado em um rétulo atri-
buido aos vértices, que armazena os vizinhos dos vértices v ja explorados até o momento.
O critério de escolha do vértice a ser visitado é o vértice com maior rétulo, baseados na
ordenacao lexicogréfica, ou seja, a ordem do dicionario. Para auxiliar a construcao do
rotulo, para cada vértice v é utilizada uma sequéncia de ntimeros inteiros, denominada
label[v]. O eep é construido do fim para o inicio, o que significa que, quando o vértice
é escolhido, ele é acrescentado ao inicio da sequéncia que determina o eep No final da
execugao, a variavel index(v) indica a posigao do vértice na sequéncia.

O Algoritmo 2.1 mostra o pseudocoddigo que realiza o percurso em largura lexicogra-
fica.

O Algoritmo 2.1 é mais eficiente quando, em sua implementacao, empregamos al-
gumas estruturas de dados especificas. O conjunto V' deve ser mantido em uma lista
"vertical"duplamente encadeada, cujos elementos representam valores distintos de label,
ordenados em ordem decrescente. Cada no6 dessa lista "vertical"contém uma outra lista
"horizontal", que também é duplamente encadeada, de vértices que possuem o mesmo
valor de label. Utilizando essa estrutura de armazenamento, o algoritmo possui comple-
xidade de tempo O(n + m).

De acordo com o Teorema 2.1, essa sequéncia obtida é um eep se e somente se o grafo
G for cordal. Logo, é possivel reconhecer se um grafo é cordal verificando os seguintes
passos:

Passo 1: Aplicar o algoritmo percurso em largura lexicografica em um grafo G' como
entrada para determinar uma sequéncia de vértices.

Passo 2: Verificar se essa sequéncia é um eep.

O algoritmo que testa se uma sequéncia dada o é uma eep esta descrito no Algoritmo
2.2:
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Algoritmo 2.1 Percurso Largura Lexicografica
Entrada: grafo cordal G = (V, E);
Saida: eep o;
Inicio
VieVii—n+10 ()
Para v € V faga
label[v] < ();
index(v) < 0;
Enquanto V' # 0 faga

escolher v € V' tal que label[v] seja maximo;

Vi« V' \{v}
o< (v) || o;
Pi— 1

index(v) < i;
Para w € N(v) tal que index(w) = 0 faga
label|w] < label|w] || i

Fim.

A complexidade de tempo para reconhecer um grafo cordal também é de O(n + m).

Seja G = (V, E') um grafo cordal e o conjunto ) C V uma clique do grafo G. @ é uma
clique maximal quando nao existir uma clique @’ em G tal que Q C Q' e é mdzima em G
quando, para toda clique @' de G, |Q'| < |@Q|. O conjunto de todas as cliques maximais
de um grafo G é denotada por Q.,

O Algoritmo 2.3 determina as cliques maximais de um grafo cordal G

Uma caracterizagao entre vértices simpliciais e cliques maximais pode ser descrita

pelo Teorema 2.2 (RAMALHO, 2017)

Teorema 2.2 Um vértice € simplicial em um grafo cordal G se e somente se pertence a

exatamente uma clique maximal.

Esse teorema sera necessario para o algoritmo de geracao dinamica.
O conjunto S é um separador de vértices para vértices u e v se a remocao de S
do grafo G separar u e v em componentes conexas distintas (também é chamado de

uv — separador). S serd um uv-separador minimal se nenhum subconjunto proprio de S
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Algoritmo 2.2 Algoritmo Testar-eep
Entrada: grafo cordal G = (V| E) e sequéncia o = (v, ..., Uy);
Saida: o é eep ou nao;
Inicio
eep < true;
Para v € V faga A(v) < 0;
Para:=1,...,n faca
v o(1);
X+ {XeNw:07v) <ol (x)};
Se X # 0 entao
u < o(min{oc~(z): x € X});
Au) + Afw) |] (X \fu});
Se A(v) \N(v) # 0 entao
eep « false;

Fim.

¢ um uw-separador, e sendo S um uwv-separador minimal para algum par u e v de vértices,
entao ele é dito separador minimal de vértices (smv).

O Algoritmo 2.4 determina os separadores minimais de vértices de um grafo cordal
G:

Uma subclasse dos grafos cordais, os grafos bloco, definidos na pagina 10, podem ser

caracterizados pelo seguinte teorema:
Teorema 2.3

1. G é um grafo bloco.
2. G € um grafo conexo onde cada componente biconexa € um grafo completo.

3. G € cordal e qualquer separador minimal de vértices € um conjunto unitdrio.

A terceira afirmagao do Teorema 2.3 permite obter uma boa caracterizagao para im-
plementar um algoritmo de reconhecimento de grafos bloco, assim como para sua geracao.
No proximo capitulo serao apresentados algoritmos para grafos cordais que serao usados

para reconhecer e gerar grafos bloco a partir deste teorema.
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Algoritmo 2.3 Algoritmo Determinar Cliques Maximais de um grafo cordal
Entrada: grafo cordal G = (V) E) e eep 0 = (v, ..., 0n);
Saida: Q;
Inicio
g« 1;p+0; Q<0
Q1 < {vn}; n(vn) 1
Parat=n—1,...,1 faca
Xy(v;) {u€ N(v) : 07 u) > o7 (v)};
w + z € X,(v;) tal que o71(2) é minimo;
k< n(w);
Se | X, (v;)| < |Qk| entao
qg+—q+1
Qq + {vi} U Xo(vi);
Q-+ QuUQ,
n(vi) < ¢
senao
Qr + {vi} U Qs;
n(vi) < k;

Fim.
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Algoritmo 2.4 Algoritmo Determinar Separadores Minimais de um grafo cordal
Entrada: grafo cordal G = (V| E) e eep o fornecida pelo algoritmo 2.1;
Saida: S e multiplicidade dos separadores minimais de vértices;
Inicio

g 1,70

Q1+ {va}s (va) < 1

Para i =1,...,n faga last[i] + 0

S+ ;5 + ;

Parai=n—1,....1 faga

Xy(v;) {u € N(v) : 07 u) > o7 (v)};

w <+ z € X,(v;) tal que o71(2) é minimo;

k= n(w);

Se | X, (v;)| < |Q| entao
q<q+1;
Qq < {vi} U Xo(vi);
n(vi) < ¢

tam <+ | X, (v;)]; ¢ « last[tam];

Se X, (v;) # S, entao
J—J+1 8« Xo(v);
last[tam| < j; u(y) < 1;
S+ SuUS;;

senao
p(c) = ple) + 1;

senao
Qr  {vit UQy
n(v;) < k

Fim.
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2.3 ALGORITMOS DINAMICOS

Esta secao visa fornecer base teédrica para o desenvolvimento do algoritmo dindmico de

geracao de grafos bloco, classe escolhida para iniciar a implementacao para este trabalho.

2.3.1 DEFINICAO E OPERACOES

Um grafo ¢ dinAmico quando pelo menos uma de suas entidades (vértices, arestas ou
qualquer atributo associados a seus vértices ou arestas, como coloragdo e peso) sofrem
alteragao com o tempo (NANNICINI; LIBERTI, 2008). Normalmente, procura-se res-
ponder perguntas sobre o grafo a medida em que ele é alterado, como por exemplo sobre
sua conectividade ou pertencimento a uma classe de grafos.

Na maioria dos casos, solugoes para problemas de otimizagao combinatéria em grafos
dindmicos se afastam significativamente do caso original em grafos estaticos, na medida
em que os métodos empregados se tornam diferentes e mais otimizados. Tipicamente,
problemas de grafos dindmicos envolvem responder perguntas, a cada atualizagao do grafo,
como conectividade ou o menor caminho entre dois vértices fixos. O diferencial dessa
abordagem é manter uma forma mais eficiente de solucionar tais perguntas, em vez de
recalcular do zero a resposta a cada iteragao, como se o estado anterior do grafo nao
fosse conhecido. Por isso, algoritmos e estruturas de dados dindmicos tendem a ser mais
complexos do que sua versao estatica (MEHTA; SAHNI, 2004).

Em termos de aplicacao, vemos algoritmos dindmicos sendo usados para calcular
desde os caminhos mais curtos em estradas, por exemplo, cujas arestas sao ponderadas
com um tempo de viagem que depende das condi¢oes de trafego e consequentemente
mutéavel ao longo do tempo (ZAROLIAGIS, 2002), como também seu uso em redes de
comunicagao, computacao grafica e VLSI design. Nas tltimas décadas, por conta da vasta
gama de aplicacgoes, esse ramo da computagao vem recebendo mais atencao, produzindo

recentemente cada vez mais resultados revelantes para a érea.

2.3.2 CLASSIFICACAO

Segundo Mehta e Sahni (2004), classificamos um algoritmo envolvendo grafos dindmicos
com base nos tipos de atualizacoes que sao permitidas.

1 - Completamente dinamico: Grafos que recebem essa classificagao podem ter ope-
ragoes de inser¢ao e remogao de arestas e/ou vértices.

2 - Parcialmente dinamico: Grafos que recebem essa classificacao podem ter apenas

um tipo de operacgao, isto é inser¢ao ou remogao.
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3 - Incremental: Grafos que recebem essa classificagao podem sofrer apenas insercao.

4 - Decremental: Grafos que recebem essa classificagao podem sofrer apenas remocao.
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3 SISTEMA PROPOSTO

3.1 GERACAO ALEATORIA DE GRAFOS BLOCO

Nesta se¢ao, sao abordados algoritmos para geragao aleatoéria especificamente para grafos
bloco. Cada algoritmo garante que todos os grafos pertencentes a classe em questao sao
capazes de serem gerados, porém nao garantimos que todos os grafos gerados tém a mesma
probabilidade de geracao.

Primeiramente, a secao aborda a geragao estatica, isto é, a partir do nimero de
vértices desejados, é construido um grafo bloco que atenda a essa condicao.

Em seguida, ¢ discutida a geragao parcialmente dinamica para a mesma classe, cuja
construcao ¢ feita de forma incremental, acrescentando-se vértices. Esta abordagem per-
mite que, ao final da construcao do grafo com o ntamero de vértices previamente estabe-

lecido, sejam acrescentados mais vértices, dependendo da necessidade do usuario.

3.1.1 GERACAO ESTATICA

O Algoritmo 3.1 propde, em pseudocddigo, a geragao estatica aleatoria de grafos bloco.

Foram utilizadas as seguintes notagoes de funcgoes:
e random(i): gerador de um inteiro aleatério de 1 a i
e complete(i): gerador de um grafo completo com i vértices

e (G.add(C): unido do grafo C ao grafo GG, mantendo ambos desconexos (a rotulagao

dos vértices originais de G permanece inalterada)
e G.createEdge(i,j): criagao de aresta entre os vértices de rotulos i e j no grafo G.

Na primeira etapa em (*), particiona-se o conjunto de n vértices aleatoriamente,
construindo os conjuntos iniciais de cliques, as quais podem nao ser as cliques maximais
no final do algoritmo.

Em (**), é considerado que todo separador minimal de vértices de um grafo bloco
é necessariamente um conjunto unitario pelo Teorema 2.3. Por isso, escolhe-se aleatori-

amente um vértice v no conjunto de cliques obtidas no passo anterior, que serd o novo
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Algoritmo 3.1 Geracao Estatica Aleatoria
Entrada: namero de vértices (n);
Saida: grafo bloco aleatorio G = (V, E), tal que |V| = n;
Inicio
¢ < random(n)
G < complete(c)
remaining <— n — c
enquanto remaining > 0
¢ < random(remaining) (*)
C' <+ complete(c)
G + G.add(C)
v < random(n — remaining)
para n — remaining + 1 < i < n —remaining + c
G < G.createEdge(v,1) (**)
remaining <— remaining — ¢

Fim.

separador. Logo, é necesséario que esse vértice (separador) seja adjacente a todos os vér-
tices na clique sendo criada no passo atual. O vértice v pode ser um separador ou um

vértice simplicial no passo anterior.

e Suponha que v seja conexo a apenas 1 vértice. Poderfamos entao gerar o mesmo
grafo usando desta vez uma clique a mais durante o processo de particao, no caso

uma clique com apenas 1 vértice.

e Suponha que v seja conexo a mais de 1 vértice, mas nao a todos os vértices da
clique. Isso invalidaria a caracterizacao de grafos bloco, porque terifamos um novo
conjunto separador de vértices nao unitario (formado por estes vértices ligados ao

vértice separador de G).
Teorema 3.1 Todo grafo gerado pelo Algoritmo 1 é um grafo bloco.

Prova
E imediato que todos os grafos gerados pelo Algoritmo 3.1 sdo cordais, porque todos os

ciclos sao na verdade subgrafos completos.
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Segundo (**) o separador de vértices v é adjacente a todos os vértices do subgrafo
completo a ser adicionado. Por isso, essa adigao nao cria um novo separador de vértices.

Por caracterizagao, sabemos que um grafo é bloco se e somente se o grafo é cordal e
qualquer separador minimal de vértices é um conjunto unitéario.

Logo, o grafo gerado pelo Algoritmo 3.1 satisfaz as duas condigGes.

Teorema 3.2 Todo grafo bloco pode ser gerado pelo Algoritmo 3.1.

Prova

Suponha que exista um grafo bloco G que nao possa ser gerado pelo Algoritmo 3.1.

Pelo Teorema 2.3, sabe-se que um grafo é bloco se e somente se o grafo é conexo e
cada componente biconexa é um grafo completo.

Existe alguma componente biconexa de G' que possui apenas um vértice nao simplicial.
Caso contrario, o grafo seria completo, o que contradiz nossa hipotese, pois todo grafo
completo pode ser gerado pelo Algoritmo 3.1 (o valor sorteado para o tamanho da primeira
clique maximal deve ser igual ao nimero de vértices dado como entrada, ¢ = n). Repare
que a remocao dos vértices simpliciais ainda preserva a conectividade do grafo.

Seja G' o grafo obtido pela retirada de tais vértices. Veja que essa remoc¢ao ainda
preserva a propriedade do grafo ser bloco. Com isso, como G nao pode ser gerado pelo
Algoritmo 3.1, entao G’ também nao pode ser, visto que a operacao inversa de adi¢ao da
componente biconexa, que é um subgrafo completo, esta contemplada no Algoritmo 3.1.

Basta repetir o processo de retirada de uma componente biconexa quantas vezes forem
necessarias até se chegar a um grafo completo, o que contradiz nossa hipotese.

Logo, nao existe nenhum bloco que nao possa ser gerado pelo Algoritmo 3.1.

3.1.2 GERACAO DINAMICA

Nesta secao, é apresentada a idéia de um algoritmo dinamico incremental para geracao
de grafo bloco por adi¢ao de vértices.

A seguir apresenta-se a construcao da idéia baseada em uma analise de casos para
gerar aleatoriamente um grafo bloco

Seja G = (V, E) um grafo bloco, Q = {Q1,Qs, ..., @;} seu conjunto de cliques ma-

ximais e S = {51, 52,...5,} 0 seu conjunto de separadores minimais de vértices. Para a
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insercao de um vértice novo v, serd sorteado um vértice ja existente vy € V, se existir.
Dessa forma, vy ou serd simplicial, ou separador de vértices. Para cada um desses casos,

temos:
1. Se vy é simplicial:

a. Acrescentar apenas a aresta (vg, v), criando uma nova clique Q11 = {v, v} e

criando também um novo separador minimal de vértices Sy+1 = {vo}.

b. Acrescentar as arestas (v,w),Vw € Q; tal que vy € @);, ou seja, aumentar o
tamanho de uma clique ja existente, adicionando um vértice adjacente a todos
os vértices da clique @;. Dessa forma, ); = Q; U {v}. Observar que neste caso

os separadores sao 0os mesmos que existiam antes da inser¢ao do novo vértice.
2. Se vg é um separador de vértices:

a. Acrescentar apenas a aresta (vg, v), criando uma nova clique Q1 = {v,v}.

Para a geracao dinamica, precisamos mantes as seguintes informagoes: as cliques
maximais do grafo e a classificagao dos vértices em dois tipos, simplicial e pertencente a
um smwv. Considere a seguinte notagao para classificar os vértices. Seja clique? = {v €
Vv € Q; e v ésimplicial} e clique} = {v € V : v € Q; e v & separador}. Por outro lado,
para cada indice 1 < i < i, clique; = clique? U clique;}. Utilizando essa notagao, pode-se
representar os vértices dos conjuntos clique? e clique} por pares ordenados (a,b), onde a
é o vértice v e b= j, com v € cliquel, j € {0,1}.

Essa estrutura de dados permite acessar uma clique e obter os vértices que pertencem
a essa clique. Para poder fazer a insercao de um novo vértice mantendo o grafo bloco de
maneira eficiente, é necessiria uma outra estrutura que faga o oposto: dado um vértice,
a quais cliques este pertence. Para isso, pode-se utilizar uma lista Cliques que, para cada
vértice v, Cliques(v) = {i : 1 < i < [,v € @;}. De acordo com o Teorema 2.2, se
|Cliques(v)| = 1, entdo v é simplicial. Por consequéncia, se |Cliques(v)| > 1, entdo v é
separador.

Para ilustrar esses casos, observe o grafo bloco da Figura 3.1. Seja [ = 4 o ntimero
de cliques maximais onde Q1 = {a,b,¢c,d}, Q2 = {c,e, f}, Q3 = {c,9,h,i,j} e Q4 =
{i,k,l,m} e ¢ = 2 o nimero de separadores minimais sendo S; = {c} e Sy = {j} do grafo
G.

Para o grafo inicial, as configuragoes das estruturas para clique; e Cliques(v) estao

nas Tabelas 3.1 e 3.2, respectivamente:
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TAB. 3.1: cliques _wvertices do grafo inicial

FIG. 3.1: Grafo inicial

i clique;

0 | (a,0), (b,0), (c,1), (d,0)

1| (c,1), (e,0), (£,0)

2 | (c.1), (g,0), (h,0), (i,1), (j,0)
3 | (,1), (0), (1,0), (m,0)

A%

b

C

d

e

f

h

i

cliques(v)

{0}

{0}

{0,1,2}

{0}

{1}

{1}

{2}

{2,3}

{2}

{2}

{3}

{3}

{3}

Para o caso de sortear um vértice simplicial, vamos supor que o vértice sorteado seja
o vértice d (ou seja, vg = d) e, além disso, estamos acrescentando o vértice n (ou seja,
v = n). Dessa forma, estaremos acrescentando apenas a aresta (d,n), aumentando em 1
o namero de cliques (Q4+1 = {d,n}) e adicionando um novo separador minimal de vérti-

ces (S241 = {d}). A insercao desse novo vértice e a nova aresta esté ilustrada na figura 3.2.

Para o Caso 1.a, as configuragoes das estruturas para clique; e Cliques(v) estdo nas

Tabelas 3.3 e 3.4, respectivamente:

TAB. 3.2: Cliques do grafo inicial

FIG. 3.2: Grafo do caso 1.a
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i clique;
0| (a,0), (b,0), (c,1), (d,1)
1| (c,1), (e,0), (£,0)
2 | (¢,1), (g,0), (h,0), (3,1), (,0)
3 | (3:1), (k,0), (1,0), (m,0)
4| (d,1), (n,0
TAB. 3.3: cliques_vertices do caso 1.a

v a b

C

d

e f

h

cliques(v) | {0} | {0} | {0,1,2} | {0,4}

{1} | {1}

{2}

{2,3}

{2}

{2}

{3}

{3}

{4}

TAB. 3.4: Cliques do caso 1.a

Ainda sorteando um vértice simplicial, pode-se aumentar o tamanho de uma clique.

Tomando vy = d, deve-se acrescentar as arestas (n,a), (n,b), (n,c) e (n,d). Dessa forma

tem-se uma nova clique @; = Q1 U {n}. Esse caso esta ilustrado na figura 3.3:

FIG. 3.3: Grafo do caso 1.b

Para o Caso 1.b, as configuragoes das estruturas para clique; e Cliques(v) estao nas

Tabelas 3.5 e 3.6, respectivamente:

1 clique;

0 | (a,0), (b,0), (c,1), (d,0), (n,0)
1| (c,1), (e,0), (£,0)

2 | (¢,1), (g,0), (h,0), (i,1), (j,0)
3| (,1), (0), (1,0), (m,0)

TAB. 3.5: cliques wvertices do caso 1.b

28




v a b

C

d

e

f

h

i

cliques(v) | {0} | {0} | {0,1,2} | {0}

{1}

{1}

{2}

{2,3}

2}

{2}

{3}

{3}

{0

TAB. 3.6: Cliques do caso 1.b

Por fim, para o caso de sortear um vértice que seja separador minimal de vértices,

suponha que o sorteado seja o vértice i (vg = i) e adiciona-se um novo vértice n e apenas

a aresta (i,n). Dessa forma, é criada uma nova clique Q;+1 = {i,n}, como pode-se ver na

figura 3.4.

FIG. 3.4: Grafo do caso 2.a

Para o Caso 2.a, as configuragoes das estruturas para clique; e Cliques(v) estao nas

Tabelas 3.7 e 3.8, respectivamente:

i clique;
0 | (a,0), (b,0), (c,1), (d,0)
1| (c1), (e,0), (£0)
2 | (c,1), (g,0), (h,0), (i,1), (,0)
3 | (j,1), (k0), (1,0), (m,0)
4| (i,1), (n,0)
TAB. 3.7: cliques _wvertices do caso 2.a
v a b C d e f h i J k 1 m | n

cliques(v) | {0} | {0} | {0,1,2} | {0}

{1}

{1}

{2}

{2,3,4}

{2}

{2}

{3}

{3}

{4}

TAB. 3.8: Cliques do caso 2.a

O Algoritmo 3.2 representa o pseudocodigo do algoritmo proposto para a geragao

aletoria dinamica, que foi desenvolvido segundo a se¢ao anterior, onde serao utilizadas as

seguintes notacoes:
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random(i): gerador de um inteiro aleatério de 0 a i

list.add(i): adiciona o elemento 7 a lista list

list.change(i, 7): na lista list, altera o elemento ¢ para o elemento j

Cliques: lista referente a estrutura de dados que armazena Cliques(v)

cliques _vertices: lista referente a estrutura de dados que armazena clique;

Algoritmo 3.2 Manutenc¢ao Dinamica Incremental
Entrada: cliques vertices e Cliques
Saida: cliques vertices e Cliques com a adigao de 1 vértice.
Inicio
Se |Cliques| = 0 entao
Cliques.add({0}); cliques _wvertices.add({(0,0)})
senao
v < random(|Cliques| — 1)
Se |Cliques[v]| > 0 entao
cliques_vertices.add({(v, 1), (|Cliques|,0)});
Cliques|v].add(|cliques _vertices| — 1)
Cliques.add({|cliques _vertices| — 1})
senao
operacao < random(1)
Se operacao = 1 entao
cliques_vertices.add({(v, 1), (|Cliques|,0)});
Cliques|v].add(|cliques _vertices| — 1)
Cliques.add({|cliques _vertices| — 1})
cliques _vertices|Cliques[v][0]].change((v,0), (v,1));
senao
cliques_vertices[Cliques[v][0]].add((|Cliques|,0));
Cliques.add({Cliques[v][0]})

Fim.

Uma forma alternativa realizar uma geracao estatica aleatoria, partindo do grafo vazio

e utilizando o Algoritmo Manutencao Dindmica Incremental é:
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Algoritmo 3.3 Geracao Estatica Aleatoria
Entrada: ntimero de vértices n;
Saida: cliques wertices e Cliques
Inicio
cliques _vertices < (); Cliques < ();
Enquanto n > 0 faga
Executa Algoritmo Manutencao Dinadmica Incremental
n<n-—1

Fim.
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3.2 PROJETO DA INTERFACE

Foram escolhidos os algoritmos de reconhecimento de grafos cordais e bloco (apresentados
no Capitulo 2) e os de geracao aleatoria estatica e dindmica de grafos (apresentados no

Capitulo 3) para implementar no sistema.

3.2.1 IDENTIFICACAO DOS REQUISITOS

Para desenvolver o trabalho proposto sera necessario implementar algoritmos de reconhe-
cimento e geragao de grafos cordais, bem como o reconhecimento e a geragao de grafos
pertencentes a uma subclasse, os grafos bloco. Também desenvolver um sistema para
manipular os grafos e os correspondentes algoritmos.

O sistema seguird o processo descrito a seguir. O usuério terd a sua disposigao
constantemente a escolha de qual tipo de algoritmo sera aplicado, sao eles: reconhecimento

e geragao (estética ou dinamica). O fluxo seguinte dependeré desta escolha.

e (Caso tenha optado por reconhecimento, o usuario devera escolher a qual classe sera
verificado seu pertencimento e por fim o grafo em si. As representagoes aceitas para
grafo serao lista de adjacéncia e matriz de adjacéncia. Com isso, identificaremos se

o grafo pertence a tal classe selecionada e retornaremos ao usuério.

e Caso tenha optado por geracao, o usuario deverd escolher o nimero de vértices
e o tipo de algoritmo a ser aplicado, ou seja, estatico ou dindmico. Com isso,
exibiremos um grafo gerado nas condigoes selecionadas, representado tanto como

lista de adjacéncia e matriz de adjacéncia.

O sistema foi pensado de forma que o usuario nao precise sair da mesma tela, dispo-
nibilizando todas as op¢des no mesmo ambiente. Assim, o usuério pode ir navegando de
modo iterativo. Por exemplo, pode solicitar a geracao de um grafo de determinada classe
e em seguida verificar se o grafo gerado pertence a outra classe. O mesmo campo sera
usado tanto para exibicao quanto para a entrada da representacao do grafo.

A Figura 3.5 mostra o processo descrito anteriormente, para o qual os seguintes
requisitos sao necessarios:

Requisito 1. Permitir ao usuério alterar a representacao do grafo para o reconheci-
mento e exibir a gera¢ao nos dois formatos (lista e matriz).

Requisito 2. Permitir que o usuério escolha a classe de grafo, nimero de vértices e

tipo de algoritmo a ser aplicado, quando for necesséario para a operagao solicitada.
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FIG. 3.5: Fluxo do programa

Requisito 3. Permitir que o usuario visualize uma mensagem de resultado ou o grafo
gerado, se houver.

Requisito 4. Permitir que o usuario solicite outra operagao, iterando em cima do
mesmo grafo quantas vezes desejar, de forma que ele possa editar o grafo exibido como
resultado de uma operagao, por exemplo, para servir de input para outra operacao.

Requisito 5. Permitir que o usuario reconheca se um grafo pertence a uma classe.

Requisito 6. Permitir que o usuario gere um grafo utilizando algoritmo estético.

Requisito 7. Permitir que o usuario gere um grafo utilizando algoritmo dindmico.

Além dos requisitos 7 apresentados, o sistema devera obedecer a seguinte regra:

Regra 1. S6 serao aceitas representacoes de grafo como lista de adjacéncia ou ma-
triz de adjacéncia, e nao sera feita nenhuma validagao se o formato é compativel com a
representacao escolhida, no caso de input do usuario.

Os requisitos acima foram divididos em quatro grandes grupos para a implementagao

das funcionalidades:

e Grupo I: Criar arcabouco do sistema, contendo os requisitos de 1 a 4;
e Grupo II: Reconhecimento de um grafo em uma classe, contendo o requisito 5;
e Grupo III: Geracao de um grafo de forma estética, contendo o requisito 6; e

e Grupo IV: Geragao de um grafo de forma dinamica, contendo o requisito 7.
De acordo com essess requisitos, consegue-se identificar 4 casos de uso principais para
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o sistema:

Caso de Uso 01: Reconhecimento de Grafo Cordal

Objetivo: Reconhecer se um grafo de entrada é Cordal ou nao.
Requisitos: -
Ator: Usuario
Fluxo Principal:
1. O sistema fornece as opg¢oes de Reconhecimento/Geragao.
2. O usuério seleciona Reconhecimento.
3. O sistema fornece as opgoes de Cordal/Bloco.
4. O usuario seleciona Cordal.
5. O sistema fornece as opgoes de Lista/Matriz para representagao do grafo.
6. O usuario seleciona a opgao que desejar.
7. O usuério insere o grafo no formato selecionado.
8. O usuario clica no botao "Go".

9. O sistema informa uma mensagem com "E Cordal"/"Nao é Cordal".

Caso de Uso 02: Reconhecimento de Grafo Bloco

Objetivo: Reconhecer se um grafo de entrada é Bloco ou nao.
Requisitos: -
Ator: Usuario
Fluxo Principal:
1. O sistema fornece as opgoes de Reconhecimento/Geragao.
2. O usuério seleciona Reconhecimento.
3. O sistema fornece as opgoes de Cordal/Bloco.
4. O usuario seleciona Bloco.
5. O sistema fornece as opgoes de Lista/Matriz para representagao do grafo.
6. O usuario seleciona a opg¢ao que desejar.
7. O usuério insere o grafo no formato selecionado.
8. O usuario clica no botao "Go".

9. O sistema informa uma mensagem com "E Bloco"/"Nao ¢ Bloco".

Caso de Uso 03: Geragao Estatica de grafo bloco

Objetivo: Realizar a geragao estatica de grafo bloco

Requisitos: -
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Ator: Usuério

Fluxo Principal:
. O sistema fornece as opgoes de Reconhecimento/Geragao.
. O usuario seleciona Geragao.

. O usuario insere o nimero de vértices a serem gerados.

. O usuario seleciona Estatico.

1
2
3
4. O sistema fornece as opgoes de Estatico/Dinamico para o tipo do algoritmo.
5
6. O usuario clica no botao "Go".

7

. O sistema mostra o grafo gerado em lista e matriz de adjacéncia.

Caso de Uso 04: Geracao Dinamica de grafo bloco

Objetivo: Realizar a geracao dindmica de grafo bloco

Requisitos: -

Ator: Usuéario

Fluxo Principal:
. O sistema fornece as opgoes de Reconhecimento/Geragao.
. O usuario seleciona Geracao.

. O usuario insere o nimero de vértices a serem gerados.

1
2
3
4. O sistema fornece as opgoes de Estatico/Dinamico para o tipo do algoritmo.
5. O usuério seleciona Dinamico.

6. O usuario clica no botao "Go".

7

. O sistema mostra o grafo gerado em lista e matriz de adjacéncia.

3.2.2 ESCOLHA DAS FERRAMENTAS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo sao apresentadas algumas das ferramentas computacionais utilizadas, bem
como algumas consideragoes observadas nas etapas de identificagao das funcionalidades e
levantamento de requisitos.

Primeiramente, o sistema foi implementado como uma pagina web, de forma a facili-
tar a entrada de dados e a exibi¢ao dos resultados. Foi descartado o uso de um aplicativo
Desktop por conta da complexidade de tratar diferentes sistemas operacionais, além da
maior dificuldade para instalagao por parte do usuério. De modo geral, o sistema pretende
evitar qualquer barreira para o usuario, na hora de resolver os problemas de reconheci-

mento e geracao de grafos pertencentes a uma classe especifica.
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Para implementar os algoritmos em grafos, bem como suas estruturas de dados avan-
cadas, foram utlizadas as linguagens C/C++. A vantagem principal no uso destas lin-
guagens ¢é a facilidade de implementar tais estruturas de dados de forma mais eficiente
que em outras linguagens.

De modo geral, visando utilizar os conhecimentos adquiridos durante a graduacao,
a codificagao do servigo web foi feita em AngularJS, utilizando conhecimentos de CSS e
HTML, além de um servidor em Node.js, que chama os arquivos com a implementacao

dos algoritmos em grafos.
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4 IMPLEMENTACAO

Apos a escolha dos requisitos e as ferramentas a serem utilizadas para implementa-los,
deu-se inicio ao desenvolvimento da interface propriamente dita. O presente capitulo visa
apresentar o funcionamento por tras da interface desenvolvida.

Esta secao é de extrema importancia para entender o funcionamento da parte do
projeto de interface, especialmente para auxiliar futuras continuagoes e aperfeicoamentos

que este projeto possa ter.
4.1 ALGORITMOS DE RECONHECIMENTO

O—L @

FIG. 4.1: Grafo cordal nao bloco

Para acompanhar a descricao das implementagoes apresentadas nas proximas subse-

¢oes, o grafo da FIG 4.1 sera utilizado como entrada em cada algoritmo.

4.1.1 RECONHECIMENTO DE GRAFO CORDAL

O reconhecimento de um grafo cordal se da pela geracao de uma sequéncia de vértices
pelo percurso em largura lexicogréfica, seguida da verificagao se esta sequéncia é um eep.
O grafo é cordal se e somente se esta sequéncia for um eep.

Por isso, esta se¢ao ira tratar desses dois algoritmos necesséarios para o reconhecimento

de um cordal.

4.1.1.1 REPRESENTACAO DE UM GRAFO

Para armazenar o grafo de entrada G = (V, E) e todos os grafos auxiliares necessarios,
sera utilizada uma lista de adjacéncias.

Usamos uma lista duplamente encadeada para representar a lista de adjacéncia de
cada vértice (FIG 4.2). Dessa forma, cada grafo fica representado apenas com n (quan-
tidade de vértices) e um ponteiro para a estrutura de lista de adjacéncia criada, tendo

assim complexidade de espacgo de O(n +m), sendo |V| =n e |E| = m.
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FIG. 4.3: Representacao do grafo da FIG 4.1

A FIG 4.3 mostra a lista de adjacéncia para o grafo da FIG 4.1, onde cada indice

segue a ordem alfabética de nomeacao dos vértices.

4.1.1.2 PERCURSO EM LARGURA LEXICOGRAFICA

O Algoritmo 2.1 permite, dado um grafo, obter uma sequéncia de vértices o.

Para mantermos a linearidade deste algoritmo, utilizamos duas estruturas de dados
a mais.

O principal gargalo na implementagao para manter sua linearidade se encontra na
escolha do vértice com maior label lexicograficamente, além da atualizacao dos rétulos
de sua vizinhanca. Manteremos entao, além da propria lista de adjacéncia do grafo,
duas estruturas adicionais a fim de contornar esse problema, chamadas de VertexSet e
SetPointer.

A estrutura VertexSet é formada por listas duplamente encadeadas ordenadas.

Chamaremos cada lista dessas como vertexSet, que reune vértices com o mesmo label,
além de um campo adicional denominado flag.

A VertexrSet mantém sempre suas listas lexicograficamente ordenadas de modo de-

38



crescente, inclusive apos cada iteragao.

Dessa forma, nao precisamos armazenar o label do vértice. Apenas a posi¢ao na
VertexSet do vertexSet ao qual pertence nos interessa, pois, na atualizagao, necessaria-
mente criamos uma nova lista duplamente encadeada de vértices com o novo label. Mais
ainda, esta lista ocupara uma posicao imediatamente acima do label original, pois 0 novo
rotulo difere em uma posicao a direita do rétulo anterior. Veja também que, antes de uma
modificagao, o label do vertexSet imediatamente acima do vertexSet que sofre alteragao
necessariamente serd maior que o novo label criado, pois eles continuam diferindo em um
algarismo mais a esquerda.

VertexSet é inicializado como uma lista com um tnico elemento, contendo todos os
vértices do grafo e sua flag zero, visto que todos os vértices iniciam com label vazio.

A segunda estrutura adicional, SetPointer, correlaciona cada vértice do grafo com
seu vertexSet dentro da VertexSet, além de seu proprio n6é dentro da vertexSet. Logo,
mantemos uma estrutura com complexidade de espago O(n). SetPointer é¢ implementado
como uma lista de estruturas lineares cujos elementos contém os seguintes campos: indez,
set Pointer e node. O index corresponde ao indice obtido pelo algoritmo, setPointer é
um ponteiro para o vertexSet onde se encontra o vértice em questao e, por ultimo, node
¢ o ponteiro para o n6 dentro deste vertexSet.

SetPointer ¢ inicializado como uma lista com n elementos, com index igual a zero,
set Pointer apontando para o tnico vertexSet criado e node apontando para o seu proprio
no.

Quando um vértice v é escolhido pelo Algoritmo 2.1 para ser numerado, removemos
o mesmo do vertexSet ao qual pertence. Por isso, armazenamos para cada vértice, um
ponteiro para o vertexSet ao qual pertence (campo setPointer), além do ponteiro para
o proprio n6 em seu vertexSet (campo node), a fim de manter essa operagao em O(1).

Ainda na estrutura auxiliar Set Pointer, guardamos no campo index a posi¢ao do vér-
tice na sequéncia o, & medida que ele vai sendo escolhido, ordenacao essa que corresponde
a numeracao do vértice dada como saida do Algoritmo 2.1.

No final de cada iteracao, deve ser atualizado o rétulo de cada vizinho w de v. Lembre-
se que um no ser atualizado significa que ele ird para um novo vertexSet imediatamente
superior. Além disso, todos os vértices a serem atualizados que estiverem na mesma
estrutura de vertexSet original devem ser movimentados para um mesmo vertexSet. Por
isso, utilizamos a flag para identificar quando j& foi inserido um novo vertexSet em
determinada iteragao.

Por exemplo, vamos supor que o wvertexSet posicionado em quarto lugar (altima
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FIG. 4.4: Estruturas de dados usadas no percurso em largura lexicografica

lista encadeada da estrutura VertexSet a esquerda da FIG 4.4) contenha dois nos cujos
rotulos serao atulizados. Na implementacao, o primeiro desses nos exigira a criacao de
uma nova lista vertexSet imediatamente acima, entre a terceira e quarta posicao da
estrutura VertexSet. Este vertexSet criado constard apenas do primeiro né com rétulo
atualizado.

A seguir, na atualizacao do segundo nd, observe que ele tera o mesmo label do primeiro
n6. Logo, devera entrar no vertexSet recentemente criado. Nesse caso, utilizamos o campo
flag da nova lista para guardar a informacao de que ja existe a lista encadeada criada
nesta iteragao.

Mantemos essa estrutura de flag e vertexSet como uma lista duplamente encadeada,
a fim de podermos inserir e excluir elementos em O(1).

Por dltimo, ao final de cada iteracao, precisamos igualar todos os campos flag em
VertexSet para zero, para que sejam devidamente usados na nova iteragao para indicar
listas ja criadas. Por isso, precisamos manter uma lista encadeada para manter essa

operacao em O(1) (na FIG 4.5, ilustramos essa estrutura como setToUpdate).
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FIG. 4.5: Estruturas do percurso em largura lexicografica para o grafo da FIG 4.1

A Figura 4.5 exibe cada passo do Algoritmo 2.1 usando o grafo da FIG 4.1 como

entrada, mostrando as estruturas de dados Set Pointer e VertexSet usadas na implemen-
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tacao.
Na tltima iteragao, o vértice de indice 1, equivalente ao vértice b no grafo original, sera
retirado e o algoritmo termina com sequéncia de saida o = (b, d, f, g,c,e,a). A sequéncia

o obtida pelo Algoritmo 2.1 depende da ordenacao dos vértices na lista de adjacéncia.

4.1.1.3 VERIFICACAO DE UM EEP

Este algoritmo nao exige uma estrutura complexa, apenas um novo vetor de listas dupla-
mente encadeadas para cada vértice (equivalente a representagao de um grafo pelas suas
listas de adjacéncia).

Primeiramente, determinamos o conjunto de adjacéncia mondtona X,(v) = {z €
N(v)|o™!(v) < o7!(x)} percorrendo a lista de adjacéncia do proprio vértice do grafo e
comparando seu index.

Para achar o vértice da adjacéncia mondtona com menor indice em o, basta percorrer
a propria adjacéncia monotona, o que preserva a linearidade.

Ao final, para checar se a adjacéncia monétona possui algum elemento que nao se
encontra na adjacéncia, criamos um vetor de adjacéncia, de forma que essa tltima consulta

seja verificada com complexidade constante.

4.1.2 RECONHECIMENTO DE GRAFO BLOCO

O reconhecimento de um grafo bloco se da pelo reconhecimento de grafo bloco, seguido
da determinacao dos conjuntos de separadores minimais de vértices. Por fim, um grafo
seré bloco se e somente se todos os smv forem conjuntos unitarios.

O algoritmo de verificacao se estes conjuntos sao unitarios nao exige nenhuma estru-
tura de dados extra, apenas percorre todos os smvs gerados e verifica seu tamanho.

Por isso, esta secao ira tratar apenas desse outro algoritmo adicional necessério para

o reconhecimento de um bloco, isto é, a determinacao dos smvs.

4.1.2.1 DETERMINACAO DO CONJUNTO DOS SMV E SUAS MULTIPLICIDADES

Para mantermos a linearidade do algoritmo, utilizamos as seguintes estruturas de dados:
Um vetor de inteiros, position, de tamanho n, que armazena qual foi a primeira clique
maximal onde cada vértice entrou.
Um vetor de inteiros, last, de tamanho n, que armazena o indice do dltimo smv de

cardinalidade correspondente a posicao neste vetor. Por exemplo, se criarmos um novo
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smv Sy de cardinalidade 4, vamos colocar na posicao last[3] o valor 2 correspondente ao

seu indice no conjunto de separadores minimais de vértices.

Um vetor de listas de adjacéncia, ¢Set, também de tamanho n, que armazena todas

as cliques maximais. Perceba que o maior niimero de cliques maximais possiveis é n, por

1sso usamos como tamanho do vetor.

Por fim, criamos uma estrutura auxiliar smv, composta do préprio conjunto de vér-

tices do separador, sob a forma de uma lista de adjacéncia, além da multiplicidade do

separador. Utilizamos um vetor smwvSet cujos elementos sao da estrutura smuv, descrita

anteriormente, novamente de tamanho n, por conta do ntimero méximo de separadores

minimais de vértice em um grafo.

Na FIG 4.6, essas estuturas mencionadas sao apresentadas visualmente.

position last
0 1 0 1
1 2 NE2:
2 1 2 1
& |l 3 1

qSet

- adjList mu1t§$:§§<je adjList
0-0-0~0 01 @u@=-@-0®

- _0-0-0 12 gug~0®

2 ® 21 o

3 0-90-0-0 BT 0-0-0-0

e
L]
e

FIG. 4.6: Estruturas de dados usadas na determinagao de S e multiplicidades

Na FIG 4.7, mostramos o passo a passo de como as estruturas de dados se comportam

durante a implementagao do algoritmo, usando o grafo G; como exemplo.

Ao final, obtemos S = {{0}, {4,2}}, com multiplicidades 2 e 1, respectivamente.
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FIG. 4.7: Estruturas do algoritmo de determinagao de S e suas multiplicidades para o
grafo da FIG 4.1
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4.2 ALGORITMOS DE GERACAO DE GRAFOS BLOCO

Esta secao ira tratar da geracao aleatéria de um grafo bloco, a partir da quantidade de

vértices desejada.

4.2.1 GERACAO ESTATICA

Este algoritmo nao exige uma estrutura complexa, usando apenas a estrutura de repre-
sentacao de um grafo ja exibida.

Primeiramente, criamos um grafo com a quantidade de vértices desejada, sem ne-
nhuma aresta entre os vértices. Conforme o Algoritmo 3.1, iterativamente é sorteada uma
quantidade de vértices, dentre os que ainda nao tiverem aresta, criando-se uma nova cli-
que, além do sorteio de qual vértice sera feita a ligacao entre a clique e os demais vértices

da iteragao anterior.

4.2.2 GERACAO DINAMICA

Conforme a Secao 3.1.2, serao utilizadas as duas estruturas: uma que mapeia os vértices
nas cliques e a outra que diz, para cada clique, quais vértices a ela pertencem. Seré

fornecido o nimero de vértices e sobre esse valor seré aplicado o Algoritmo 3.2.

4.3 A INTERFACE DESENVOLVIDA

Durante a implementacao, foram feitas adaptagoes nos requisitos, para facilitar o funcio-
namento ou que melhorem consideravelmente a interacao com o usuéario.
A seguir, alguns exemplos serao utilizados para demonstrar um caso de uso da inter-

face, ressaltando detalhes da implementacao julgados importantes.

4.3.1 PAGINA INICIAL

A péagina inicial apresenta a opgao principal de escolha entre "Reconhecimento"ou "Ge-
racao", como mostra a FIG. 4.8. No fluxograma da FIG 3.5, esta pagina representa o
bloco 1, denominado Inicio. Por padrao, no primeiro acesso a pagina, a op¢ao "Reconhe-
cimento"estara escolhida.

Repare que adicionamos um campo abaixo da area de texto em que o usudrio ira
inserir tanto a Lista de Adjacéncia quanto a Matriz de Adjacéncia, a fim de mostrar um
exemplo do formato esperado de entrada.

Em todos os casos, o botao "Go"ira acionar o algoritmo solicitado.
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Ferramenta de manipulacéo para grafos dinamicos
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s s

FIG. 4.8: Pagina Inicial

4.3.2 RECONHECER UM GRAFO A UMA CLASSE

No fluxograma da FIG 3.5, esta pagina representa o fluxo fruto da escolha em 2.

Neste caso, o usuério devera clicar no botao "Reconhecimento", que ja estd como
padrao na abertura da pégina, selecionar a Classe de grafos e o Tipo de representacao.
Por fim, dependendo do Tipo de representacao escolhido, o usuario iré escrever o grafo a
ser reconhecido na area respectivamente destinada.

A resposta do algoritmo, ou seja, se o grafo pertence ou nao a classe, sera exibido na
tela como a forma de uma caixa de didlogo, como mostra a FIG. 4.10.

Abaixo, vamos simular alguns exemplos de comportamento.

Primeiramente, vamos testar se o grafo da FIG. 4.9 representado como lista de adja-

céncia é um grafo cordal. O resultado esta exibido na FIG. 4.10.

FIG. 4.9: Grafo nao cordal

A FIG. 4.12 mostra o resultado do reconhecimento do grafo da FIG. 4.11 representado
como matriz de adjacéncia. Repare que o grafo é cordal, mas a FIG. 4.13 mostra o mesmo

grafo aplicando o reconhecimento para bloco. De fato, o grafo é cordal, mas nao é bloco.
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Né&o é Cordal!

FIG. 4.10: Pagina de reconhecimento de um grafo nao cordal representado como lista de
adjacéncia

FIG. 4.11: Grafo cordal nao bloco

4.3.3 GERAR UM GRAFO BLOCO

No fluxograma da FIG 3.5, esta pagina representa o fluxo fruto da escolha em 3.

Neste caso,0 usuario devera clicar no botao "Geragao", inserir o nimero de vértices e
o tipo de algoritmo desejado.

O resultado da operacao sera exibido tanto na forma de lista de adjacéncia, quanto
matriz de adjacéncia.

A FIG 4.14 mostra a geragao de um grafo bloco com 7 vértices, usando o algoritmo
estatico. No caso, o grafo gerado é o grafo da FIG 4.15, que de fato é bloco.

Por fim, a FIG 4.16 mostra a geragao de um grafo bloco também com 7 vértices,
usando o algoritmo dinamico. No caso, o grafo gerado é o grafo da FIG 4.17, que de fato

é bloco.
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FIG. 4.12: Pégina de reconhecimento de um grafo cordal representado como matriz de
adjacéncia

Nao € Bloco!

FIG. 4.13: Pagina de reconhecimento de um grafo nao bloco representado como matriz
de adjacéncia
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Ferramenta de manipulagéo para grafos dinamicos

NOmero de vértices TIPO de algnrit.mo
Reconhecimento = Geragéo 7 - .
5 (® Estatico () Dinamico

Go

Lista de Adjacéncia Mat e Adjacéncia
1:[6, 5, 4, 2] = [0,1,0,1,1,1,0] =
2:[3,1 [1,0,1,0,0,0,0]
3:[2] [0,1,0,0,0,0,0]
4:[1, 6, 5] [1,0,0,0,1,1,0]
5:7,1, 6, 4] [1,0,0,1,0,1,1]
6:[1,5, 4] [1,0,0,1,1,0,0]
7:[5] - [0,0,0,0,1,0,0] v
Exemplo de Lista de Adjacéncia Exemplo de Matriz de Adjacéncia
1:[2,3] [0,.11]
2:[1] [1,0,0]
3: [1] [1.0.0]

s s

FIG. 4.14: Pagina de geragao de um grafo bloco usando o algoritmo estético

® ©) @ ©) @

FIG. 4.15: Grafo bloco gerado estaticamente
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Ferramenta de manipulacdo para grafos dindmicos

NOmero de vérices

Tipo de algoritmo

Reconhecimento = Geragao 7 - .
g (O Estatico (@) Dinamico

Go

cta de Adiacéncia atriz de Adjacéncia

0:11.2 3 4.5 a [0,1,1,1,1,1,0] -
% %{1) 2 5] ° [1.0,1,1,0,1,0]

2:[0, 1. 3, 5] [1.1,0,1,0,1,0]
3:[0.1,2, 5] [1.1,1,0,0,1,0]
40,6 [1.0,0,0,0,0,1]

5[0, 1,2, 3] [1,1,1,1,0,0,0]
6: [4 - [0.0,0,0,1,0,0] .
xempl Lista de Adjacénci Exempl atriz de Adjacéncia
- |— | |:: 1 _|
Z |—| |_:: |

3 [1] [1,0,0]

“ “

FIG. 4.16: Péagina de geracao de um grafo bloco usando o algoritmo dinamico

FIG. 4.17: Grafo bloco gerado dinamicamente
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5 CONCLUSAQO

A contribuicao deste trabalho foi o desenvolvimento de um sistema que permite ma-
nipular algoritmos em grafos cordais e blocos, disponibilizando uma interface de facil
utilizagao para usuarios de diferentes dominios, que nao necessita de conhecimento de
programacao.

O sistema foi projetado a partir de uma interface que permite o reconhecimento
e a geracao aleatéria de grafos correspondentes a duas classes: cordal e bloco. Para
implementar o sistema foi necessério aprofundar os conhecimentos teéricos sobre grafos
cordais e grafos blocos, suas caracterizagoes e algoritmos eficientes para reconhecimento
e geragao aleatoria. A interface foi desenvolvida utilizando AngularJs e NodelJs. Todos
os algoritmos utilizados foram implementados em C e C++.

Como trabalho futuro podemos mencionar a extensao da interface para reconhecer
e gerar outras subclasses de grafos cordais, assim como para incluir outros algoritmos
relacionados com problemas computacionais restritos a classe de grafos cordais e suas

subclasses.
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